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Ein Cyclus von Determinanten - Gleichungen. 

(Eine analytische Erweiterung des Pa^caZschen Theorems.) 
(Von Herrn Otto Hesse in München.) 



I. 

xn den dreissiger Jahren hat Steiner eine Figur entdeckt, die wohl 
zu den elegantesten Erfindungen der neueren Geometrie gehört. Die Ent- 
deckung hat er in seiner Geometrie p. 311 mit folgenden Worten ausgedrflckt: 
^Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes bestimmen 60 einbeschriebene einfache 
Sechsecke; in jedem der letzteren liegen die drei Punkte, in welchen die 
gegenOberliegenden Seiten sich schneiden, in einer Geraden P, so dass 60 
solcher Geraden P stattfinden; von diesen 60 Geraden gehen drei und drei 
durch irgend einen Punkt R, so dass 20 solcher Punkte R entstehen; und 
von diesen 20 Punkten R liegen 15 mal 4 in einer Geraden S, so dass jeder 
in drei solcher Geraden liegt. (Welche Beziehungen haben diese 15 Geraden 
S zu einander?)" 

Wenn man die S^eti^ersche Figur ablöset von dem Kegelschnitte, auf ' 
welchen sie sich bezieht, so besteht dieselbe nur aus 15 geraden Linien S, 
welche sich zu dreien 20 mal in einem der 20 Punkte R schneiden. Der 
Charakter dieser complicirten Figur lasst sich, wie ich in diesem Journal 
Bd. 42 p. 2f)ß9 gezeigt habe, viel einfacher als durch eine Zeichnung in fol- 
genden 20 linearen identischen Gleichungen darlegen: 

cT) p + (f'+ p" = 0, 



c -a =p 
c'~ö'=p' 



(1.) 



«') *'-e'=p, (3') 
a ) —c = (», P ) c —a = (» 
«,,) a' — a" = r, a,) 
ß„) b'-b"=r, ß,) 
r„) c' - c" = r, Y,) 

d) 



a —a =r, 
b"-b =r', 
c"-c =r'. 



y") a -b =(i 

/') a"-b" = Q 
a„) a —a' =r' 
ß„) b-b'=r 
Ttt) c -c' =r". 



r + r' + r"= 0. 

Die ^geometrische Deutung dieser 20 identischen Gleichungen, Vorzugs- 
weise die analytische Ausdehnung derselben Gleichungen, unter Beschränkungen, 
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die am Ende dieses Abschnittes dargelegt werden sollen, bilden den Gegen- 
stand dieser Abhandlung. 

Die Steinersche Figur geht von irgend drei geraden Linien p, p', p" 
aus 9 welche sich in einem beliebigen Punkte d schneiden. Sind demnach 
p = 0, Q* = 0^ ()'' = die Gleichungen dieser geraden Linien, so müssen sich 
dieselben mit constanten Factoren multipliciren lassen der Art, dass ihre 
Summe identisch verschwindet. Nimmt man aber an, dass ^ie angegebenen 
Gleichungen schon diese Factoren haben, so ist die in (1.) aufgeführte iden- 
tische Gleichung J) die Bedingung des Anfanges der weiter auszuführenden 
Steinerschen Figur. 

Den genannten drei geraden Linien ist irgend ein Dreieck einbeschrieben, 
dessen Ecken «'*, /3^, y" der Reihe nach in den geraden Linien p, p', p" 
liegen. Sind nun ^ = 0, B = 0, C = die Gleichungen der den genannten 
Ecken gegenüberliegenden Seiten, so müssen sich sechs constante Factoren 
a^ ßy Yy a'y /i', / finden lassen der Art, dass man identisch hat: 

ßB-yC = p, rC-a'A = p', aA-ß'B = p" 

und mit Rücksicht auf die identische Gleichung d): 

^a^a!)A+{ß-ß')B+{y^Y')0 = 0. 

Da diese identische Gleichung aber aussagt, dass die Seiten des Dreieckes 
durch einen und denselben Punkt gehen, was gegen die Voraussetzung ist, 
so muss « = «', ß^'ß'y 7=^7' sein. Setzt man nun aA = a, ßB = b^ yC=c, 
so sind a = 0, 6 = 0, c = die Gleichungen der Seiten des Dreieckes und 
die identischen Gleichungen a^^), ß^)^ y^) die Bedingungen, dass das Dreieck 
den drei geraden Linien p wirklich einbeschrieben ist. 

Beschreibt man den drei geraden Linien p ein zweites Dreieck aß'/ 
ein, dessen Seiten in gleicher Weise durch die Gleichungen ö' = 0, 6'=0, 
c' == ausgedrückt seien, und ein drittes Dreieck mit den Seiten a ' = 0, 
b" = 0^ e'' = 0, so lässt sich annehmen, dass diese Gleichungen bereits mit 
solchen constanten Factoren multiplicirt seien, dass man die identischen Glei- 
chungen hat a'), /?'), /), a")^ /i"), y"), welche die Bedingungen der bis dahin 
beschriebenen Steinerschen Figur ausdrücken. 

Definirt man nun die drei linearen Ausdrücke r, r\ r" durch die iden- 
tischen Gleichungen oto), «;), a„\ so sieht man, dass alle übrigen Gleichungen (1.) 
aus den besprochenen unmittelbare Folgen sind. Diese Gleichungen sind aber 
der Ausdruck für bemerkenswerthe Eigenschaften der beschriebenen Figur. 
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Denn die identischen Gleichaugen «o), ß^)^ /o) beweisen, dass die correspon-* 
direnden Seiten des zweiten und dritten Dreieckes, welche den drei geraden 
Linien (f einbeschrieben wurden, sich in drei Punkten or^, /^o) /o schneiden, 
welche auf derselben geraden Linie r = liegen. Combinirt man ebenso das 
dritte und erste den geraden Linien (f einbeschriebene Dreieck oder das erste 
und zweite, so erhält man die Schnittpunkte «,, ß,^ y, oder a„, ß,,^ ym 
welche respective auf den geraden Linien r' = oder r" = liegen. Die 
letzte identische Gleichung (1.) giebt den Beweis, dass auch die drei geraden 
Linien r sich in einem Punkte d schneiden. 

Die beschriebene Figur ist die Steinernere, Sie besteht aus 15 ge- 
raden Linien S: 

(2.) 



c" 


a 


b 


r" 


a' 


b' 




a" 


b" 



c" 



und den 20 Punkten R: 



(3.) i^ ""^^^' '"' ^^ ^' "" '^"^" 

d «0 ßiy yu «/ ß, Yf ^n ßn Yn* 

Die Steinersc\ie Figur iässt sich bequem in folgendem Satze ausdrficken: 

yyWenn man dreien gereuen Urnen q, welche eon demselben Punkte i 
ausgehen^ drei Dreiecke einbeschreibt, so schneiden sich die correspondirenden 
Seiten ron je sswei dieser Dreiecke in drei Punkten, welche in einer gereuten 
Linie r liegen, und die drei den Dreieck-^Paaren entsprechenden geraden Linien 
r schneiden sich wieder in einem Punkte d.^^ 

Der Charakter der Figur spricht sich in diesem Satze aber nicht so 
deutlich aus als in den aufgestellten identischen Gleichungen (1.). Denn aus 
dem Satze ist es nicht sogleich ersichtlich, wie man umgekehrt von den drei 
geraden Linien r ausgehend, welche sich in dem Punkte d schneiden, in um- 
gekehrter Richtung ohne die Figur zu verlassen zu dem dem Punkte d ent- 
sprechenden Punkte (f gelangen muss. 

Dass die Punkte cT und d in der Figur gleichberechtigt sind, ersieht 
man aus den identischen Gleichungen (1.) sofort, wenn man die geometrische 
Interpretation derselben in umgekehrter Ordnung, von der letzten Gleichung 
ausgehend, unternimmt. Die Punkte d und d sind deshalb conjugirte Punkte. 

Ebenso wie die Punkte cT und d in der S/etfierschen Figur einander 
entsprechen, so entsprechen einander auch je zwei von den 20 Punkten R, 

1* 
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wie die Zusammenstellung derselben in (3.) angiebt, zum Beispiel die Punkte 
a" und a^i. 

Um dieses leichter einzusehen, wiederholen wir nur die 20 identischen 
Gleichungen in veränderter Reihenfolge : 

ft") b-c-Q = 

ß^) ö+(>'=c /) ö-p" = 6 (T) -p'-.p" = p 

y,) c''-r' ^c ß,) b^'-^r' =b a") 6"-c" = p 

y„)c'+r" = c ß,,)b'+r'' = b a') 6'-c'=p 

/) 6' + p" = a' f) 6"+ P" = ö" /^o) V-V'r^r . 

/^') c'-p' =ö' /?") c"-p' =0" Y,,) d -c''^r 

a,,) a--r' =a! a,) a-\-r' =a' d) —r'-'r"=r 

Denn die geometrische Interpretation dieser Gleichungen nach Art 
der Gleichungen (1.) ergiebt, dass, wenn man von den drei geraden Linien 
b^ Cy p ausgeht, welche sich in dem Punkte a^ schneiden, man in der Steiner- 
schen Figur auf die geraden Linien a\ o!\ r gefflhrt wird, welche sich in 
dem dem Punkte a^ entsprechenden Punkte a^ schneiden. 

Es vereinfacht sich demnach die Anschauung der 5/etiierschen Figur, 
wenn man die ältere Bezeichnung der 20 S/etnerschen Punkte aufgiebt und, 
wie von Schröter in seiner Geometrie p. 166 bereits geschehen, nunmehr von 
den 10 Sfetnerschen Punktepaaren R und den 15 jSfetnerschen geraden 
Linien iS spricht. 

Diese Bezeichnung wird sich mehr noch empfehlen, wenn man die 
Steinersche Figur nicht, wie hier, von ihrem Ursprünge, den 6 Punkten auf 
einem Kegelschnitte, trennt und es unternimmt nach Anleitung in diesem Journal 
Bd. 68 pag. 205 und mit Hülfe des Uebertragungs-Prinzipes in Schlömilchs 
Journal 11. Jahrgang p. 425 die Resolventen des 10. und 15. Grades von 
Lägrange, Traite de la resolution des equations numeriques p. 260 einer al- 
gebraischen Gleichung des 6. Grades geometrisch zu construiren. 

Die discutirte Steinersche Figur ging von drei geraden Linien p aus, 
welchen irgend drei Dreiecke abc, a'b'c\ a"b"c' einbeschrieben waren. 
Nimmt man aber Abstand von dem dritten einbeschriebenen Dreiecke und 
definirt die drei Ausdrücke a''b"c' durch die identischen Gleichungen: 

a"+b + c = 0, 6"+ c+a' = 0, c"+a+ V = 0, 
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SO sieht man, dass in (1.) die Gleichungen a*) ß**) /') aus den vorhergehen- 
den und den die Ausdrücke a" 6" c" definirenden Gleichungen folgen. Es 
ist deshalb das Dreieck mit den Seiten a' = 0,*6''=0, c" = ebenfalls den 
drei geraden Linien ^ einbeschrieben, jedoch nicht willkürlich, sondern be- 
dingt durch die beiden ersten Dreiecke. Die Figur wird hierdurch eine 
specielle Steinersclie und ihr Charakter drückt sich ebenfalls durch die 20 
identischen Gleichungen (1.) aus, aber mit Anschluss der identischen Gleichungen : 

/ o"+6 +c' = 6"+c + ö' = c"+ö + 6' = 

^ '^ U"4.6'+c =0 6"+c'+fl =0 c'+a'+b =0, 

welche einfache Folgen aus den kurz vorhergehenden sind. 

Die Gleichungen a,,)^ ß,,\ y,,) beweisen, dass die geraden Linien aa', 
bb'y cc' die gegenüberliegenden Seiten eines PtMcalschen Sechseckes sind, 
welche sich paarweise in drei Punkten der Pascalschen Linie r" schneiden. 
In diesem Sechsecke sind, wie die Gleichungen (4.) darthun, a" V d' die 
Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken des Sechseckes verbinden. 

Geht man nun in der Beschreibung der speciellen Stetnenchen Figur, 
welche in den angegebenen 26 Gleichungen ihren analytischen Ausdruck hat, 
nicht von den drei geraden Linien (> aus, welchen drei Dreiecke einbeschrieben 
wurden, sondern von dem genannten Pascalschen Sechsecke, so lässt sich 
dieselbe durch folgenden Satz ausdrücken: 

jy Wenn man in einem Pascalschen Sechsecke die drei Diagonalen ziehty 
ioelche die gegenüberliegenden Ecken eerbinden^ so bilden die geraden Seiten 
des Sechseckes^ die ungeraden Seiten und die drei Diagonalen drei Dreiecke, 
welche dreien von einem Punkte ausgehenden gereuten Linien (f einbeschrieben 
sind. Die entsprechenden Seiten je zweier von diesen Dreiecken schneiden 
sich paarweise in einer geraden Linie r, und die drei geraden Linien r schneiden 
sich wieder in einem Punkte/^ 

Die Erweiterung dieses Satzes oder, analytisch gefasst, die Erweiterung 
der 26 den Satz beweisenden identischen Gleichungen wird der Gegenstand 
des folgenden Abschnittes sein. 

n. 

Wenn R die Determinante bedeutet: R = ^±füfA"-tiZ, so hat man 
bekanntlich : 

d'R j. _ dR dR dR dR 



dujedu^t' dUjc duje' duje du 



H' 
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Die Ausdrflcke, aus welchen die Gleichung zusammengesetzt ist, sind 
sämmtlich Determinanten. Fuhrt man die Bezeichnungen ein: A, [f^y^ßdl^ 
\a(¥\ für die Determinanten: . 



(5.) A = 



«!!. 


.«: 


t^. 


■< 



, [ay,ß3f] = 



«,']..«", a,„y„ 



<y«..<J»,o,o 



, M = 









so hat man auf Grund der angegebenen Gleichung: 

(6.) ^^[ay.ßd] = [aß]W-[ad][yß]. 

Diese Gleichung unter der Bezeichnung (5.) wird der Ausgangspunkt 
sein der nachfolgenden Entwickelungen. Sie lehrt, dass die Determinante 
[aYyß(f\ nur ihr Vorzeichen ändert, wenn man die Buchstaben a und y oder 
die Buchstaben ß und d mit einander vertauscht, was auch an der Determi- 
nante selber in (5.) zu Tage tritt. 

Wenn man in der Gleichung (6.) die Buchstaben ß und y mit ein- 
ander vertauscht und in der daraus hervorgehenden Gleichung wieder die 
Buchstaben ß und d mit einander vertauscht, so erhält man: 

A [aß, ycJ] = [ay] {Jid] - [a^ \ßy\ 
A\ad,Y(¥\ = [ar]m-i^ß]m- 

Die Differenz der beiden Gleichungen giebt unter der Voraussetzung, 
dass u^ = ui, dass also die Determinante A eine symmetrische sei, weil 
dann [ß^] = [^ß] ist, mit Rücksicht auf (6.) folgendes Resultat: 

A|[«/3,y«y]-[«(y,y/3]| = MO^yj-MJüK/?] 

= A[ay,ß^], 

und mit Unterdrfickung des Factors A haben wir: 

(7. •} [«/9, y«y] = [ay, ßd] + [ad, yß]. 

Von dieser Gleichung wird in dem Folgenden kein Gebrauch gemacht 
werden. Ich habe sie aber nicht unterdrücken wollen, weil sie beweiset, 
dass man, wie von dem Multiplications -Theorem der Determinanten, so auch 
unter Beschränkungen von dem Additions-Theorem der Determinanten sprechen 
kann. Wie das Froduct zweier Determinanten sich wieder als eine Deter- 
minante darstellt, welche zusammengesetzt ist aus den Elementen der Factoren, 
so stellt sich hier die Summe zweier Determinanten dar als eine Determinante 
zusammengesetzt aus den Elementen der Summanden. 
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Eine zweite ähnlich gebildete Gleichung leitet man unter der gleichen 
Voraussetzung ff« = ffj[ aus den beiden oben aus (6.) hervorgegangenen Glei- 
chungen ab, wenn man die erste mit [aß] [yS] roultiplicirt und die zweite mit 
[ad^lyß] multiplicirte Gleichung abzieht. Dadurch erhält man mit Rflchsicht 

auf (6.): 

und mit Unterdrückung des Factors A 

(8. *) [aß, r^] [aß] [yd] = [ay, ß$] [ay] [ßiT] + [ad, yß] [ad] [yß] , 

eine Gleichung, welche wegen ihrer Beschränkung eben so wenig als die vor- 
hergehende (7*.) in die folgenden Entwickelungen einzugreifen berufen ist. 

Um eine andere Art von Determinanten-Gleichungen abzuleiten, welche 
der eben gemachten Voraussetzung nicht bedürfen, setzen wir in (6.) für die 
Buchstaben ß und y respective C und e. Dadurch geht die genannte Glei- 
chung Aber in: 

A[aeXS] = [ag[6(y]-[«(y][6g. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit [yß] und zieht sie von der mit 
[c^ multiplicirten Gleichung (6.) ab, so erhält man: 

A{[«c][«^/3<n-i>/^[««,c<j]} = M[y<j]K]-[?'/3]M[«n- 

Der linke Theil dieser identischen Gleichung ist das Product zweier 
Factoren, von welchen der erste A sich nicht ändert, wenn die Buchstaben 
a, ß^ . , . TQ verändert werden. Der andere Factor p": 

ändert sich jedoch zugleich mit den Buchstaben a^ ß, , . . <Q. Vertauscht man 
aber diese Buchstaben in der Weise, dass der rechte Theil der vorhergehenden 
identischen Gleichung ungeändert bleibt, so wird durch die gleiche Vertauschung 
auch q" ungeändert bleiben, wenngleich die Form dieses Ausdruckes sich ändert. 
Der rechte Theil der angegebenen identischen Gleichung bleibt aber 
ungeändert, wenn man für die Buchstaben a^ ß^ y^ d, b, ^ respective setzt 
Yf ^y ^9 ty ^9 ß oder «, C^ a, ß, y, cT. Man hat daher: 

(9.) Aq" = [aß][r&][Bt]-[rß][ed][ai;] 

(10.) ( =[«ßKr^,^^]-[Bö][ya,ß^] 
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Hieraus entspringt nun durch cycliscbe Vertauschung der Buchstaben 
a^ y^ £ ein ganzes System identischer Gleichungen. Denn setzt man y^ e^ a 
für a, y, €, so wird: 

(11.) A(» = M[*cT][aa-[*/?][«<J][yg 
(12.) = M[««,<J^]-[«<J][*P',/?C] 

( = [*«T][«r,?/?]-|>C]K<J/3]. 

Setzt man e^ a, y für a, y^ f, so gehen (9.) und (10.) über in: 

(13.) A(f' = m[ccd^[r^-[aß^[r^[e^] 

(14.) =[e{S]iar,dt]-{yS][ae,ß^] 

Addirt man endlich (9.), (11.), (13.), so erhält man: 

(15.) p + c'+(>" = 0. 

Hieraus entspringt nun ein zweites System identischer Gleichungen, 
wenn man die Buchstaben d und ^ mit einander vertauscht. Bezeichnet man 
nSmlich die Ausdrücke, in welche (>", (f, ()' durch diese Vertauschungen über- 
gehen, respective mit r", r', r, so erhält man aus (9.) bis (15.) folgendes 
System : 

(16.) Ar" = [c^ß^mW-b'ß^b^i''^ 
(r" = [^S][ay,ßi:\-[Yß-\[aa,S^-\ 

(17.) =[o^ß^[Y^,m-bl][r'^,ß^'\ 

(18.) Ar' = \yß^y;][ad]-leß\{ai;-\[yd] 

(19.) ( =\yß]i^a,^$]-H]W/,ß^ 
(20.) Ar = MK][y(y]-M[yC][«<J] 
(21.) =bß][c^Y,^S-\-[yl-\\af,ßd] 

( = [ol]\y^,m-[^ö][Ya,i;ß\ 

(22.) r+r'Jrr" = 0. 
Um aber dieses Chaos von Gleichungen einen Ueberblick zu ge- 



(24.) 
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winnen, fähren wir die Bezeichnungen ein: 

(23.) \h = {r^i^a, 8l-\ 6' = [£(y ][«/,?/:?] 6" = [«^ [*r, <?/?] 
( c = \aS\ [ey, ß^] c' = [y^] [«t, ^ c" = [eß] [ay, d^. 

Hierdurch kommen nämlich alle Gleichungen (9.) bis (22.) zurück auf 
die 20 Gleichungen (1.) mit Ausschluss der 6 folgenden Gleichungen, welche 
die 6 Ausdrücke q und r definiren: 

A(f' = [eß ] M] [y^] - [aß] [r^] [el;] 

A(." = [aß]W[eZ'i-{rß]i^^lM 
Ar = ieß][aZ][yd]^[alJ][yt][ed] 

Ar = [y/?][^C]M]-[^/?]K][ycy] 
Ar" = laß][rt][e^]-lyß][eZ][a^l 

An den 9 Determinanten -Ausdrücken (23.) kann man die Bemerkung 
machen, dass dieselben in einander übergehen, aber das entgegengesetzte Vor- 
zeichen annehmen, wenn man entweder irgend zwei von den Buchstaben a^ 
y, € oder irgend zwei von den Buchstaben ß, ^^ C init einander vertauscht. 

Von diesen Eigenschaften der 9 Determinanten-Ausdrucke (23.) werden 
wir Gebrauch machen zur Entscheidung der Frage, ob dieselben so allgemein 
sind, dass sie nur den 20 Gleichungen (1.) genügen, oder ob sie auch den 
Bedingungen (4.) oder ähnlichen Bedingungen unterworfen sind. Das letztere 
trifft zu, und es wird unsere Aufgabe sein, dieses nachzuweisen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke irgend einen der Ausdrücke, welche 
nach (4.) verschwinden, zum Beispiel den Ausdruck E: 

(25.) E = a + b' + c", 

so stellt sich derselbe nach (23.) so dar: 

(26.) E = [s^[ay, ß^] + [ed][ay, C/?] + [«/3] [ay, d^. 

Man hat aber nach (6.) und mit Vertauschung der Buchstaben in 
dieser Gleichung: 

A[ay,ßd] = [aß][yö]-[ad][yß] 
Mulliplicirt man demnach die Gleichung (26.) mit A, so stellt sich 
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10 Hesse, Erweiterung des Pascalschen Theorems. 

der rechte Theil der Gleichung als eine Determinante dar wie folgt: 

[aß], [«(J], [cg 
(27.) AE = Irß], [ycJ], [yg 

welche beweiset, dass E nur sein Vorzeichen ändert, wenn man irgend zwei 
Buchstaben a, y^ € oder irgend zwei Buchstaben ß^ d^ ^ mit einander 
vertauscht. 

Diese Yertauschungen lassen nun aus (25.) folgende 6 identische 
Gleichungen hervorgehen : 

Gleichungen, welche in die Gleichungen (4.) vollständig flbergehen, wenn E 
verschwindet. Dieses trifift aber wohl nur zu, wenn ii = l, wie nachgewiesen 
werden soll. 

Denkt man sich die Determinante AE entwickelt, so wird ein be- 
Kebiges Glied der Entwickelung nur die Form haben können: 

Dieses eine Glied bedingt, weil die Determinante auch zwischen den 
Buchstaben ß^ d^ ^ alternirt, andere Glieder mit abwechselnden Vorzeichen^ 
deren Summe ist: 

und diese Summe, als ein Glied der Entwickelung aufgefasst, bedingt, weil 
die Determinante auch zwischen den Buchstaben a, y^ e alternirt, wieder 

■ 

Glieder, deren Summe ist: 

c:s±a,r,,e,^2;±ß,s^^f. 

Da nun im Falle n = l die Indices a, c^ e und die Indices by d, f 
nur die Zahlen und 1 bedeuten können, in welchem Falle sowohl der 
erste als der zweite Factor neben C verschwindet, so sieht man, dass das 
aus der Entwickelung der Determinante AE hervorgehobene Glied nicht vor- 
kommen kann, dass also die Determinante selber verschwindet. Der in (5.) 
definirte Ausdruck A verschwindet nicht. Es muss deshalb E verschwinden. 
Dadurch gehen nun die Gleichungen (28.) über in die Gleichungen (4.). 
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In dem allgemeinen Falle, wenn ii>>l, lässt sich fflr das Verschwinden 
von E ein gleicher Beweis nicht führen, und wir mflssen an Stelle der Glei- 
chungen (4.) die Gleichungen (28.) gelten lassen. 

Zum Schlüsse fflhren wir noch ein System Gleichungen vor, welches 
sich aus (16.) und (17.) ergiebt, wenn man die Buchstaben € ^ y ß a d der 
Reihe nach verändert in bII^ ß y S a oder m ß ^ y 3 e a^ und annimmt, dass 
r" durch diese Veränderung fibergeht in — r^ oder in — ri. 

(29.) Ar" = [aß] \y^ [ad] - [yß] [aQ [ad] 

(30.) = [aß][ye, m^b^lYOi.ß^'] 

(31.) - Ar, = [dy] [/^C] [ta] - [ßy] [.^ [da] 

j-ro = M[(y/3;yS]-[/5y][(y., «g 

(32.) = [Sy] [ße, ^a] - [.g] [ß3, ya] 

[ ^\ß^[ed,ay]-^[da][eß,l;y] 

(33.) - Ar, = [BÖ] l^g [ßa] ^ [yd] [/JQ [.«] 

(34.) = W\yß.lo^]-[ß^[Y^.So^] 

Unter der ausdrucklichen Annahme, dass A eine symmetrische Deter- 
minante sei, geht dann aus (29.), (31.), (33.) die einfache Gleichung hervor: 

(35*.) ro+r,+r" = 0. 

Die aufgefflhrten identischen Determinanten-Gleichungen sind vielfacher 
geometrischer Deutungen fähig, von welchen wir nur eine hervorheben wellen. 
Setzen wir zu diesem Zwecke n = 1 und lassen die Grössen u lineare Aus- 
drficke der Coordinaten eines variablen Punktes bedeuten, so werden Deter- 
minanten-Ausdrficke von der Form [aß] die Repräsentanten von geraden 
Linien sein , welche irgend 6 auf dem Kegelschnitte A = gelegene Punkte 
elQyßad paarweise verbinden, denn nach (6.) verschwindet A, wenn [aß] 
und [ad] verschwinden oder [aß] und [yß]. Es ist also [aß] = die Glei- 
chung der geraden Linie, welche die Punkte a und ß des Kegelschnittes 
verbindet. Geht man nun von dem, dem Kegelschnitte einbeschriebenen, 
Sechsecke e ^ p^ /9 a (T aus , so beweisen die aufgefflhrten Determinanten-Glei- 

2» 
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changen bis (28.) den am Ende des vorhergehenden Abschnittes angegebenen 
Satz. Unter derselben Annahme n^i und unier der Beschränkung, dass A 
eine symmetrische Determinante sei, welche Beschränkung jeder Kegelschnitt 
gestattet, beweisen die mit (29.) anhebenden Gleichungen, dass dem Kegel- 
schnitte drei Sechsecke s'Qy ß ady ^^ßySa^ ß^y fi € a einbeschrieben sind, 
deren Pascalsche Linien r" r^ r) sich in einem Kirkmanschen Punkte schneiden. 

Mflnchen, im Februar 1872. 
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Zur V. Staudtsehen Construction des regulären 

Siebenzehnecks. 

(Bd. XXIV., S. 251 dieses JoornaU.) 

(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 



±J\e Coustruction des regulären Siebenzehnecks, welche r. Staudt 
Bd. XXIV., S. 251 dieses Journals ohne Beweis mitgeiheilt hat, scheint 
ohne einen solchen geblieben zu sein, vielleicht aus dem Grunde, weil ein, 
übrigens leicht erkennbarer Druckfehler (in der zweiten Zeile des a. A. muss 
D anstatt P stehen) das Verständniss der Construction erschwerte. Indem 
ich mir erlaube, die Principien, auf denen jene Construction beruht, hier mit- 
zutheilen und dieselbe etwas zu modificiren, so dass sie practisch brauchbarer 
erscheint, schicke ich zugleich die trigonometrische Lösung des Problems 
voraus, aus der die Construction entspringt, um nichts vorauszusetzen. 



1. Bezeichnet man cosh"-T=- = c^, so dass also 

ist, und benutzt die bekannte trigonometrische Relation 

cos(a+Ä) + cos(a— 6) = 2*cosa*cos6^ 
so ergeben sich zwischen den acht Werthen 

Ci Cj C3 C4 C5 Ce C7 c« 

eine Anzahl von Relationen, aus denen zunächst gewisse Verbindungen der- 
selben und schliesslich sie selbst als W^urzeln von quadratischen Gleichungen 
auftreten, also allein mittelst Zirkel und Lineal zu construiren sind. Wir 
ordnen die erwähnten Relationen in folgende Gruppen: 
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2ciCi = 1 +Ci 2csCi = C4+C6 

2ciC2 = C1+C3 1 2C5C2 = C3+C7 

2CiC, = C2 + cJ 2C5C3 = C2+C8 

2CiC4= Cj+Cftl 2C5C4=Ci + C8 

2C|C5=C4+C6/ 2C5C5= I+C7 

2C,C6 = C5 + C7 l 2C5C6 = Ci+ (% 

2ciC7 = Ce+Cg I 2C5C7 = C2 + C5 

2C|C8=C7+C8' 2C5Crt = C3 + C4 

2C2C1 = Ci + Cj \ 2C6Ci = C5 + C7 

2C2C2= I + C4I 2C6C2=C4+C8 

2C2C3=Ci+C5| 2C6C3 = C3 + C8 

2C2C4 = C2+C6\ 2C6C4 = C2 + C7 

202^5 = C,+ C7/ 2C6C5 = Ci+C6 

2C2C6 = C4+C8l 2C6C6= I+C5 

2C2C7 = C5 + C8 I 2C6C7 = Ci + C4 

2C2C8=Co+C7 2C6C8=C2 + C3 

2C3C, = C2+c^ \ 2cjCi = Cfe+Cg 

2C3C2 = Ci+ C5 I 2C7C2 = Cs + Cg 

2C3Cj= l+Cel 2C7C3 = C4 + C7 

2C3C4 = C1+C71 20704 = C3+C6 

2C3C5 = C2+C9I 2C7C5 = C2+C5 

2C3C6=C3 + C8l 2c7C6=Ci + C4 

2C3C7=C4+C7| 2C7C7= I+C3 

2c3C8 = Cs+Cßl 2cjCs — Ci + C2 

2c^Ci = C3+ C5 2c8Ci = C7+C8 . 

2C4C2 = C2 + C6 I 2C8C2 = C6 + C7 

2C4C3 = C1 + C7I 2C8C3 = C5+C6 

2C4C4= l+Cgl 2C8C4 = C4 + C« 

2C4C5 = Ci + Csl 2ciCs = C3 + C4 

2C4C6=C2 + C7l 2C8Cfe = C2 + C3 

2C4C7 = C3 + C6 I 2C8C7 = C1 + C2 

2C4C8 = 04+05' 2c8C8= 1+Ci 
Die Summe der ersten Gruppe von Gleichungen liefert, wenn wir 

C1 + C2 + C3 + C4 + C5 + C6 + C7 + C8 = s 
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bezeichnen, 

2ci'8 = 2s+i—Ci 
also 

s = — i- 

Aus jeder der 8 Gruppen lässt sich ferner $ zusammensetzen: 

2ci(c2+C3 + Cö+C7) = s ^ 

2Ci(C3+C4 + C5 + C6) = s 
2(h{Ci + C^ + CQ+Cs) = s 

2c4(c5+Cb+C7 + c») = s 

2C5(Ci + C2+C4+C7) = s 

2C6(C,+C2 + C8 + C8) = s 

2C7(C2 + C3+C4 + C8) = S 

2c8(Ci + C3 + C5 + C7) = 8 

Ziehen wir aus den obigen Relationen folgende heraus 

2C3C5 = Cj + Cg 
2C6C7 = Ci + C^ 

ScjCß = C3+C8 

2C6C7 = C2 + Ci 



2C3C7 = C4+C7 

2C5C6 = Ci+Cß 



so ergiebt sich die Summe der vier letzten: 

2|<^C6+C6C7 + C3C;+C5C6l = S 



oder 



d. h. 



Andererseits haben wir: 



2(C3 + C6)(C6 + C7) = s 

8C1C2C4C8 = s. 

2C1C4 = C3 + C5 

2C2C8 = C6+C7 
2ciC2 = Ci + c^ 
2C4C8 = C4+CS 
2ciC8 = C8+C7 

2C2C4 = Cq + C2 
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und die Summe der letzten vier: 

2{c^C2+C2Ci+CiCs+ CgCi] = s, 

2(Ci + C^){C2 + Cs) = s, 
SCjCsCßC; = s. 

Nehmen wir aus den vorigen acht Werthen für s den ersten, zweiten, vierten 
und achten heraus und schreiben sie so: 

2c2{Ci + Cs+CQ) + 2aiC^ = s, 
2ci{Cs+CQ+c^) + 2c^Cs = Sj 

2C8(C5 + C5 + C7) + 2C8C1 = s, 

so lässt sich die Summe derselben in ein Product umwandeln, wenn wir he- 
rflcksichtigen, dass aus den obigen acht Tabellen hervorgeht: 

2{ciC2 + C2C^+c^Cs+CsCi) = s = 2{ciCs+ C2C7 + c^C3+C9Cq)\ 

folglich erhalten wir: 

{ci + C2+c^+Cs)ic3+Cs+CQ+C7) = 2s. 

Hieraus ergiebt sich aber Alles, was wir zur Bestimmung der acht Werthe 
Ci, C2, ... Cg brauchen, und wir können weitere Beziehungen zwischen den- 
selben fibergehen. Bezeichnen wir nämlich: 

X+Xi = — t, 

und es sind daher x und x^ die Wurzeln einer quadratischen Gleichung: 

X^+X-4: = 

und zwar bezeichnet x die positive, x^^ die negative Wurzel derselben. 
Sind diese bestimmt und wir setzen: 

2(ci-|-C4) = y, 
2(C2+C8) = yi, 



so wird 
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SO folgt nach dem Obigen : 

yvi = -1^ 

also erscheinen y und ^i wieder als die Wurzeln einer zweiten quadratischen 
Gleichung^ deren Coefficienten bekannt sind und zwar y als die positive, j^ 
als die negative Wurzel; ebenso wird, wenn wir bezeichnen: 

2(C3 + C5) = z, 
2(cc + C7) = a,, 
aus dem Obigen : 

also z die positive, z^ die negative Wurzel einer quadratischen Gleichung, 
deren Coefficienten bekannt sind; endlich folgen nun die Werthe: 

Ci und C4, C2 und Cs, C3 und C5, c^ und C7, 

als die Wurzelpaare folgender quadratischer Gleichungen: 

2(ci + C4)=yj 2(c,+C8)=yj 2(c3+C5) = a j 2[c^+c,)^z, 
4c|C4 =») 4c^C8 =3i( 4C3C5 =yj 4c6C7 =y 

Es ist also die Ermittelung der acht Werthe Ci, C2, ... Cg allein abhängig gemacht 
von der Auflösung quadratischer Gleichungen und damit die Construction des 
regulären Siebenzehnecks auf alleinige Anwendung von Zirkel und Lineal 
zuröckgeföhrt; wir wollen nun die einzelnen quadratischen Gleichungen 
successive so zu construiren suchen, dass wir den Zirkel gar nicht weiter an- 
wenden, sondern nur den einmal gezeichneten Kreis, in welchen das regu- 
läre Siebenzehneck conslruirt werden soll, selbst benutzen; vermittelst der 
Durchschnittspunkte desselben mit verschiedenen geraden Linien, deren Lage 
durch die Coefficienten jener quadratischen Gleichungen bestimmt wird, lassen 
sich die Wurzeln derselben leicht construiren ; zu dies em Behufe schicken wir 
Folgendes voraus: 

2. Ziehen wir an einem Kreise mit dem Radius 1 zwei parallele 
Tangenten in den Endpunkten C, D eines Durchmessers und möge eine belie- 
bige Transversale den Kreis in den Punkten jB, £,, die beiden parallelen Tan- 
genten in den Punkten c, d treffen; mögen endlich die Strahlen CE, CE^ die 
Tangente in D in den Punkten e und 61, die Strahlen DEj DE^ die Tan- 
gente in C in den Punkten e und £| treffen; alsdann bestehen zwischen den 
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Abschnitten auf den par- 
allelen Tangenten von 
ihrem Berührungspunkte 
bis zu den bezeichneten 
Schnittpunkten Relatio- 
nen, wie zwischen den 
Coefficienten und Wur- 
zeln einer quadratischen 
Gleichung. 

Die Polare von c 

geht offenbar durch C und den vierten harmonischen Punkt zu cEEi^ folg- 
lich ist sie der vierte harmonische Strahl zu Cc, CE, CE^-^ diese vier har- 
monischen Strahlen treffen die Tangente in D in vier harmonischen Punkten, 
von denen einer im Unendlichen liegt; der zugeordnete muss daher die Mitte 
zwischen den beiden andern e und 61 sein; die Polare von c geht daher 
durch die Mitte m zwischen e und 6i; wir haben also 

De+De, = 2Dm. 

Ferner steht die Polare Cm senkrecht auf dem Radius cO, und es sind daher 
die Dreiecke cCO und CDm ähnlich, also die Verhältnisse der Seiten gleich: 

Cc CD ,, C0=1, 

lCO=m^ undda ^^^2 



ist, 



Dm = 



W 



also haben wir: 



De+De, = 



Cc 



und in gleicher Weise auf der andern Seite: 



C€+Ce, = 



Dd' 



nun steht aber auch Ce auf De, Cci auf De^ senkrecht, also ist: 



Cb cd 



CD 
Ct 



De ' 
4 



De 



CD 
Ce, 



CD 
De, ' 



De, ' 
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daher erhalten wir die zweite Beziehung: 



und hieraus: 



Die beiden Gleichungen: 



De ' De, 


i 
~ Dd 


De.Dei = 


A Dd 

: 4 

* Cc 


De+Dci 


4 
Cc' 


De. De, 


A Dd 



Cc 

lassen nun De und Dei als die Wurzeln einer quadratischen Gleichung er- 
scheinen, deren Coefficienten (Summe und Product der Wurzeln) bekannt sind. 
Diese Coefficienten hängen allein von den Abschnitten Cc und Dd ab, welche 
die Lage der Geraden cd bestimmen; die Wurzeln aber hängen von den 
Schnittpunkten dieser Geraden mit dem Kreise ab; es ist auch aus dieser 
geometrischen Construction der quadratischen Gleichung ersichtlich die Be- 
dingung für die Realität der Wurzeln; die Transversale cd wird nämlich den 
Kreis {0) so lange schneiden, als sie zwischen den beiden aus c an den Kreis 
gelegten Tangenten liegt; trifft also die zweite aus e an den Kreis gelegte 
Tangente die Z>- Tangente im Punkte J^ so muss für reelle Schnittpunkte Dd 
kleiner sein als D^, oder besser d muss auf der einen Hälfte der Z>-Tangente 
von ^ bis oc liegen für reelle Schnittpunkte und auf der andern Hälfte von 
J bis oo fflr imaginäre Schnittpunkte; nehmen wir die Richtung Dd als die 
positive, so können wir sagen, es muss im algebraischen (nicht absoluten) 
Sinne Dd <C Dd fflr reelle Schnittpunkte, d. h. entweder negativ beliebig gross 
oder, wenn positiv, absolut genommen Dd unter DS; nun ist aber D(f leicht 
auszudrücken; die Polare von m muss nämlich cD sein, folglich sind die 
beiden Tangenten aus c an den Kreis und die beiden Strahlen cD und cm 
vier harmonische Strahlen, also d die Mitte zwischen D und m: 



Cc 



nach dem Obigen; die Bedingung fflr die Realität der Wurzeln wird daher 



1 
Dd<i-^ oder was dasselbe ist: 



Cc.Dd<i\, 
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d. h. das Rechteck aus den beiden Abschnitten auf den parallelen Tangenten 

durch die Transversale muss kleiner sein, als das Quadrat des Radius. 

3. Wenden wir nun diese geometrische Construction der quadratischen 

Gleichung auf unsere obigen quadratischen Gleichungen an, von denen die 

Siebenzehntheilung des Kreises abhängt und deren erste bestimmt wird durch 

die Relationen: 

xi-Xi =- — 1, 

vergleichen wir diese mit den Gleichungen: 

4 



De+De, = 



Cc 



De, De, = 4-^, 

so mflssen wir Cc = --4, Dd=+4 setzen, also x und x, folgen dfermassen 
construiren : 

« 

Wir ziehen an einem Kreise mit dem Radius 1 in den Endpunkten 
eines Durchmessers CD zwei parallele Tangenten und setzen auf denselben 
die positive und negative Richtung fest; auf die negative Seile der C- Tan- 
gente tragen wir ein Stack gleich dem doppelten Kreisdurchmesser Cc^ auf 
die positive Seite der Z)- Tangente ein gleiches Stück Dd ab, ziehen cd, 
welches den Kreis in EEi schneidet, ziehen CE, CE,^ welche Geraden die 
D- Tangente in e und e, treffen, wo e auf der positiven, 6i auf der negativen 

Hälfte liegt, dann ist: 

De =2(ci + C2 + c*+C8), 

De^ = 2{c^ + Cs + CQ + C^). 

Gehen wir nun zur zweiten quadratischen Gleichung über, welche durch die 
Bedingungen ausgedrückt wird: 

y + y, = De, 

yyi = -1, 

so wird jetzt zur Construction ihrer Wurzeln zu setzen sein: 

De = -^ und -1=4^, 

wenn c*d die analogen Schnittpunkte der gesuchten Transversale mit den 
beiden parallelen Tangenten bedeuten; hieraus folgt unmittelbar die Lage des 

Punktes c\ da Cd = -rfr- ist; zieht man nämlich den Strahl DE, so trifft er 

^ De 
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die C- Tangente in dem gesachten Punkte c'; aus der zweiten Bedingung: 

Dd' __ 1 

bestimmt sich die Lage der Geraden c'd, welche den Durchmesser CD in 

einem solchen Punkte p trefifen muss, dass -^ = -— = —- wird; wir tragen 

also auf die D- Tangente vom Berührungspunkte D nach der positiven Seite 
hin den Kreisradius 1 ab: Z)Ar = l und verbinden den vorhin ermittelten Punkt 
c, für welchen Cc = — 4 ist, mit A, dann trifft ck den Durchmesser CD in p, 
und c'p ist die gesuchte Transversale, welche den Kreis in zwei Punkten F 
und F2 schneiden wird; CF und CF2 treffen die D-Tangente in /und /i, von 
denen / auf der positiven, fi auf der negativen Seite derselben liegt, und 

es wird sein: 

Df = 2(c, + C4), 

ÖA = 2(c, + C8). 

In gleicher Weise verfahren wir bei der Construction der dritten quadratischen 
Gleichung : 

ÄÄi = — 1. 

Wir ziehen D£|, welches der C- Tangente in c" begegnet, so wird c"p den 
Kreis in den Punkten F1F3 treffen, CF,, CF3 aber die Z>- Tangente in den 
Punkten /i, /a, so dass fi auf der positiven, f^ auf der negativen Seite der- 
selben liegt; dann ist: 

Dfi = 2(C3+C5), 

Df, = 2(C6+C7). 

Jetzt bleibt noch übrig, die letzten vier quadratischen Gleichungen zu con- 
struiren, deren Wurzelpaare 

2cj und 2c4, 2c2 und 2c8, 2c3 und 2c5, 2c6 und 2c^ 
sind ; es genügt die erste zu behandeln, da die drei übrigen in ganz gleicher 
Weise gelöst werden; hier gelten die Bedingungen: 

2c, + 2c, = Df, 
4c, C4 = Df,, 

welche mit der obigen allgemeinen Lösung verglichen zur Bestimmung der 
Transversale c'^rf"' die Gleichungen liefern: 



1 
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wonach c'" unmittelbar gefanden wird als der Schnittpunkt des Strahls DF 
mit der C- Tangente. Anstatt rf'" zu bestimmen, ermitteln wir lieber den- 
jenigen Punkt g^ auf dem Durchmesser CD, in welchem derselbe von c'"d'" 
getroffen wird; ffir diesen ist aber: 

Dd^^Dg^^Df^ 
Cd" Cg, 4 

Tragen wir mithin auf die positive Hälfte der C- Tangente von C aus ein 
Stück Cy gleich dem doppelten Kreisdurchmesser ab und ziehen yfi^ so trifft 
diese Gerade CD in gi^ und c'"gi begegnet dem Kreise in den Punkten Hi 
und H^; CH^^ CH^ aber der Z>- Tangente in hi und A4, so dass: 

Dh, = 2c, , Z?Ä4 = 2c4 

wird. Denken wir uns noch den zu den Tangenten in C und D parallelen 
Durchmesser AB des Kreises gezogen, dessen nach der positiven Seite hin 
gerichteter Endpunkt A sei, so wird dieser Durchmesser von den vorigen 
Strahlen CH,^ CH4 in zwei Punkten k, und k^ getroffen, deren Abstände 

vom Kreismittelpunkte halb so gross sind, als Dh,^ Dh^^ also gerade gleich 

2n Sn 

Ci und C4, d. h. cos-jy und cos 7=-; die auf dem Durchmesser AB in den 

Punkten k, und k^ errichteten Perpendikel treffen daheV den Kreis in den 
Funktenpaaren A, und ^le, A^ und ^13, welche die gleichnamigen Ecken des 
in den Kreis beschriebenen regulären Siebenzehnecks sein müssen, dessen erste 
Ecke A ist. In ganz analoger Weise finden wir die übrigen Ecken des 
Siebenzehnecks, indem wir nur in der vorigen Construction an Stelle von f 
und /*!, successive /s und /j, fi und ^2, /a und f treten lassen. Fassen wir 
alle einzelnen Constructionen noch einmal zusammen, so ergiebt sich folgende 
Vorschrift für die Construction des regulären Siebenzehnecks: 

In einem Kreise O mit dem Radius 1 ziehe man sswei zu einander 
rechtwinklige Durchmesser AB und CD, in den Punkten C, D die parallelen 
Tangenten am Kreide, deren positive Hälßen mit BA, die negativen Hälften 
mit AB gleich gerichtet seien; auf die Tangente in C trage man den doppelten 
Kreisdurchmesser nach der negativen Seite = Cc und nach der positiven Seite 
= Cy ab; auf die Tangente in D trage man den doppelten Kreisdurchmesser 
nach der positiven Seite =Dd und den Radius ebenfalls nach der positiven 
Seite = Dk ab; die Verbindungslinie ck treffe den Durchmesser CD im Punkte 
p. Jetzt ziehe man cd, welches den Kreis in E und E, treffe; DE, DE, 
treffen die C- Tangente in s und «i; die beiden Verbindungsstrahlen ep und 
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SiP den Kreis in den Punktenpaaren F und F^^ Fi und F^^ toobei die Be^ 
Zeichnung so gewählt ist, dass e auf der positiven, e^ auf der negativen Hälfte, 
ebenso, wenn wir CF, CF^ , CF^ , CF3 ziehen, welche Strahlen die D-Tangente 
*** A /i 9 A ^ A treffen, die Punkte f und /\ auf der positiven, f und f^ auf der 
negativen Hälfte liegen; treffen femer die Strahlen DF, DFi^ /)F2, DF^ die 
C- Tangente in (p, y^, ^2? 93 und die Strahlen yf, yf^^ y/i, yh ^^ Dur ehr- 
messer CD in den Punkteng, gr,, g^^ g^^ dann werden die vier Verbindungslinien: 

<P9i^ ^iQ^-i V^^gz-i <P39 
den Kreis beziehungsweise in den Punkten: 

Hl und jHi, H^ und H^^ H^ und H^^ Hq und ff? 
treffen, welche sämmtlich auf demjenigen Halbkreise AB liegen, dessen Mitte 
D ist; die Strahlen: 

CHi CH2 CH, CH, CH, CHe CH, CHs 
treffen daher den Durchmesser AB in den Punkten: 

Kl K2 K^ K^ Ks Äf, Ä7 iSTg 
innerhalb des Kreises und die in diesen Punkten auf dem Durchmesser AB er- 
richteten Perpendikel treffen den Kreis in acht Punktenpaaren AiAi^^ A^A^^ 
^3^14, ... A^Afi welche mit dem Punkte A zusammengenommen die Ecken 
des regulären dem Kreise einbeschriebenen Siebenzehnecks sind. 

Diese Construction trifft mit der v. 5totidf<schen im Wesentlichen zu- 
sammen; sie unterscheidet sich nur dadurch von jener, dass bei v. Statut 
für die Construction der quadratischen Gleichung die Bedingungen ver- 
wandt sind: 

1,1 1 

+ 



De ^ De, Dd ' 



De De, ^ ^ Dd ' 

also die reciproken Werthe der von uns benutzten Wurzeln der quadratischen 
Gleichung eingeffihrt werden; daraus ergiebt sich z. B. für die Construction 
der Werthe x und Xi da 

X + Xi = —1, 

xxi = —4 

ist, dass /></ = —!, Cc= 16 zu wählen sein würden und ähnlich bei den 
übrigen quadratischen Gleichungen. Die hier gewählte Construction dürfte den 
Vorzug haben, dass sie sich auf beschrankterem Räume ausführen ISsst; übrigens 
dürfen wir nach der oben auseinandergesetzten Beschreibung die wirkliche 
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Entwerfung einer Figur wohl dem Leser überlassen und bemerket! nur, dass 
von den vier Geraden (pg^^ <Pig2'i 92^39 ^P^g, welche zu den sämmtlichen 
Ecken des Siebenzehnecks führen, nur eine, z. B. (pgi^ nöthig ist, um über- 
haupt noch eine zweite Ecke desselben ausser der Anfangsecke A zu er- 
halten ; ist aber nur noch eine solche gefunden, so hat die Zeichnung des re- 
gulären Siebenzehnecks weiter keine Schwierigkeit. 

4. Schliesslich bemerken wir noclT; dass die ganz analogen Betrach- 
lungen zur Construction des regulären Fünfecks, natürlich auf viel kürzerem 
Wege führen. Sei: 

cosh'-=— = Ch 
5 

gesetzt, so haben wir zwischen den beiden Werthen Ci, Cj die Beziehungen: 

2ciC2 = Ci + Ci, 



also addirt: 



woraus folgt: 



2ci{Ci + C2) = 2(Ci4-C2) + l-c,, 



2(cx+C2) = -1, 

4ciC2 = — 1; 

vergleichen wir dies mit unsern Formeln: 

4 
De + Dei = -^, 

DeDe, = 4-^, 

so ist Cc = — 4, Dd = 1 zu setzen und die Construction des regulären Fünf- 
ecks wird folgende: 

In einem Kreise mit dem Radius 1 werden swei iu einander senk- 
rechte Durchmesser AB und CD^ in den Endpunkten des letzteren C und D die 
zum ersteren parallelen Tangenten gezogen ; auf der C-Tangente wird f>on C aus 
in dem Richtungssinne AB ein Stück Cc abgetragen gleich dem doppelten Kreis- 
durchmesser, auf der D-Tangente ein Stück Dd non D am in dem Richtungs- 
sinne non BA, gleich dem Radius des Kreises; die Verbindungslinie cd schneidet 
den Kreis in den beiden Punkten E und £1, die Strahlen CE und CE^ treffen 
den Durchmesser AB in k und k^ ; die Perpendikel in diesen Punkten auf dem 
Durchmesser AB errichtet^ schneiden den Kreis in Ai und -^4, A2 und A^^ so 
dass AAiAjAiA^ das gesuchte dem Kreis einbeschriebene reguläre Fünfeck ist. 

Breslau, im März 1872. 
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Zur Theorie von Jacobis Kettenbruch- Algorithmen. 

(Von Herrn P, Bachmann in Breslau.) 



IJie Wurzeln einer irreductiblen quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Coefficienten haben bekanntlich die Eigenschaft, wenn sie reell sind, 
in einen periodischen Kettenbruch entwickelt werden zu können, sowie um- 
gekehrt jeder Kettenbruch dieser Art "Wurzel einer Gleichung jener Art ist. 
Auch weiss man aus Lagranges Arbeiten, dass diese Eigenschaft, welche ab 
ein arithmetischer Character der genannten IrrationeUen bezeichnet werden 
kann, in engem Zusammenhange mit der Reduction der binären quadratischen 
Formen steht. Man kann nun nach den analogen arithmetischen Characteren 
der Irrationellen höherer Ordnung fragen, und in der That ist diese Frage 
bereits von Herrn Hermite in seinen an Jacobi gerichteten zahlenlheoretischen 
Briefen aufgeworfen und in Verbindung mit der Reduction der höheren Formen 
gebracht worden. Namentlich sei folgende Stelle hier angeführt: Peut-etre 
parviendra-t-on ä deduire de la (d. h. des circonstances remarquables, aux- 
quelles donne lieu la reduction des formes, dont les coefficiens dependent des 
racines d'equations algebriques a coefficiens entiers) un Systeme complet de 
caracteres pour chaque espece de ce genre de quantites, analogues p. ex. ä 
ceux, que donne la theorie des fractions continues pour les racines des equations 
du second degre *). 

Seitdem ist durch Herrn Heine eine Abhandlung von Jacobi über 
Kettenbruchalgorithmen veröffentlicht worden**), welche geeignet ist, dem 
allgemeinen Hermiteschen Gedanken eine bestimmtere Richtung zu geben, indem 
daraus für die Cubikwurzel aus einer ganzen Zahl ein ähnlicher arithmetischer 
Character, wie der für die Quadratwurzel angegebene, hervorzugehen scheint: 
die Entwicklung für eine solche wird nämlich, wie an einzelnen Beispielen sich 
zeigt, periodisch. Die sehr interessante Frage, ob diese Eigenschaft allgemein 
sei oder nicht, habe ich zu lösen versucht, indem ich, Hermites Gedanken 
festhaltend, auf welchen auch Herr Borchardt im Vorworte zum 68. Bd. d. J. 



*) Dies Journal Bd. 40, pag. 286. 
**) Dies Journal Bd. 09, pag. 29. 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 
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hindeutet, eine Untersuchung von Lagrange ^) verallgemeinerte, und erlaube 
mir, einige darauf bezügliche Resultate hier mitzutheilen. — 

Unter den Wurzeln x, x\ x' der Gleichung o}^ = Dy in welcher D 
eine positive ganze Zahl sein soll, bezeichne x den positiven (irrational an- 

3 

genommenen) Werth von }'D, sodass, wenn (> eine imaginäre cubische Ein- 
heitswurzel ist, ar' = px, x' = Q^x angenommen werden kann. Wird 

(1.) R{x) = Xx^-^Yx+Z 

gesetzt, während X^ Y, Z unbestimmte ganze Zahlen sind, und bedeutet NR[x) 
das Product R{x).R{x'),R{x")^ so ist 

(2.) NR{x) = D'X'+DY'^-SDXYZ + ZK 

Ich gebe im Folgenden den Zeichen 

«•, t?o tr,; /,, f»,; pi, q,, r^, p[, ...; P., P-, P-; F, 

dieselbe Bedeutung als sie in dem letzten Theile der «/aco&tschen Abhandlung 
(Entwicklung der reellen Wurzel einer cubischen Gleichung durch kettenbruch- 
ähnliche periodische Algorithmen, a. a. 0. pag. 40) besitzen, setze aber so- 
gleich tiu = l, €>o = ir, i«?o=a:^. Demnach besteht unter andern folgende Be- 
ziehung (s. ebds. pag. 30): 

(3.) P,+3 = m,P,^,+l,P,^,+P, 

und ähnliche für F|^3 und Pi_^.j. Nun wende ich auf die Form (2.) folgende 
Substitution mit der Determinante Eins an: 

/x = p,r+p,^,Y+p,^,r, 

(4.) y = PU'+p:^,r+p:.+,z', 

(z = P','X'+P'U,Y'+P^^,Z\ 
Da durch dieselbe R{x) übergeht in 

(5.) R,{x) = X\p,{x)+Y\p,^,{x) + Z\p,^,{x\ 
wenn man setzt: 

(6.) p,{x) = p,x'+p:x+f;, 

so wird 

(7.) R, = N[X'.p,ix)+Y\p,^,{x) + Z\p,^2{x)] 

die transformirte Form sein. Aber, indem man die Gleichung (5.) mit 



*) Methode pour d^terminer las nombres entiers, qui donnent les Minima des for- 
iDules ind^termin^es ä deux inconnues, in den Additions zu Eulers Algebra. 
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Pi{x).pi{x') maltiplicirt und Npi{x\ welches eine ganze Zahl ist, mit cö, be- 
zeichnet, kann man setzen: 

worin (Pi(x}, Viin') ganze complexe Zahlen aus x, also von der Form: 

(8.) (p,{x) = §,x' + n,x + ^„ %{x)^i:x''+rii'x+^: 
sind. Es ergiebt sich also auch 

(9.) fi, = ^•iV[rtD.+ r9),((r)+Z>,(x)], 

wo, der Natur der Sache nach, die Division mit cD? bei den einzelnen Coeffi- 
cienten aufgehen muss. Da hiernach Ri{x) auf zwei verschiedene Arten 
durch Zusammensetzung linearer Systeme gebildet werden kann, deren Deter- 
minanten gleiches Product geben müssen, findet man leicht noch folgende 
Relation : 

(10.) m, = i;i?;'-i;'i?;. 

Indem man nun dem Index i alle möglichen Werthe beilegt, erhfilt 
man eine unendliche Reihe von Formen, die alle unter einander äquivalent 
sind. Ich will zunächst zeigen, welche Beziehungen zwischen zwei auf 
einander folgenden derselben bestehen. 

Nach Gleichung (3.) und den ähnlichen, för die accentuirten Grössen 
bestehenden findet man 

Pi+z[^) = fn,p,^^{x) + liPi^^{x)+p^{x). 
Also wird 

d. h. Ri+x{x) geht aus Ri{x) hervor durch die Substitution: 




Man findet durch dieselbe: 

Pi^i (^') .p.+i (^") • [^'- ^i{^) + !"• %{^) + {(^i+li<Pi{x)+m,rlJ,{x))Z'] 
= Pi{x') .Pi{x') . IX\ öJ,^,+ Y\ <p,^, (x) + Z\ yj,^, {x)] 

und durch Vergleichung der Coefficienten von Y' und von Z' auf beiden 
Seiten folgende Formeln: 

4* 
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(11.) <P...(^) = °";-.;f^ , 

(12.) v.+.c*) = "^•^'('°'+^''y^c^)+'»'V^c^)^ . 

Ferner ergiebt sich leicht 

(13.) Nif,{x) = cö,^,.ö)^ 

Die Formeln (11.)^ (12.), (13.) dienen zur 8ucces9if>en Berechnung der 
Formen R^, In der That lässt sich vermittelst derselben aas der Form R^ un- 
mittelbar die Form jR^^j bilden, sobald l^, m^ bekannt sind. 

Ferner geben die Gleichungen (26.) in Jacobis Arbeit, nämlich: 

: Fi . Ho = Pi w, + P,+i Vi + Pi^2 tt?o 
(14.) F,.ro = P; tt. + P,-,ir,+P;+2tr,, 

die folgende: 

oder, da «io=l, <>o = iP^ «ru = a;^ gesetzt worden ist, 

Hierin sind Ui, e^^ w^ reell; trennt man nun das Reelle vom Imaginären, so 
findet man leicht die Gleichungen: 

oder auch: 

U)i 






— (i:,a: — r/^)H i^i x — rii) = 0. 

Die Determinante dieser Gleichungen sei —Ji und 

(15.) ö), = lr]i —ii r,„ u), = i,iii —Qi $,, ü).. = j;..gj -??, ?i. 
Dann findet man 

(16.) J^ = m^x'+ai.x+ait 
und 

Mit Hülfe der letzten Gleichungen kann nun gezeigt werden, dasSy 
u^mn für zwei Werlhe des Index i, etwa für • = Ar und für i = k+h das 
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Grössensystem 

(18.) ö),, (p,{x), ip,[x) 

dieselben Werthe erhält, Gleiches auch non dem Grössensysleme 

(19.) -^, -^ 

gelte, und umgekehrt. 

In der That, ist 

so wird ö)i+Ä = ©l, ö)iVA = ö)i sein mfissen, und die Formeln (16.) und (17.) 
ergeben dann auch die Gleichungen 

"^ ^ U*+A ttjb tt*+Ä Uk 

Umgekehrt folgt aus den letztem zunächst 

Vk^h ^k 

oder 



d. h. die drei Gleichungen: 

(22.) II+aÜ'— Ia+äI* = O9 Vk^h^k —vUhVk = 0, ^*+A»7t — %Vä§* = slfc+Ä^yi—^+Ä^*- 
Da (D^ nicht Null ist, muss eine der beiden Zahlen ^'„, §^, etwa §i von Null 

verschieden sein. Man findet also §k+h= ^*w*^^ ' Dann ist: 

Entweder: ll = 0, also H^.^ = 0, aber i^i nicht Null, also 17^'^.^ = Jüi-^. 

^* 

Wenn nun erstens lyi' = ist, so folgt i?i% = und die dritte Gleichung (22.) 
giebt -~7^ = -^ , man kann also setzen : 

^k ^* 

(23.) liVÄ = Ä.^t, ^*+Ä = «.^*^ sowie r]k+h = »''nky ä+Ä = »-^*, 

während i5 eine rationale Zahl bedeutet. — Wenn zweitens 77* nicht Null ist, 
so ergiebt sich 

% ^k s* 

und man erhält dieselben Gleichungen (23.). 
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1 

Oder: §'jt ist nicht Null; dann kann eine der beiden Zahlen rj't, t]'^ Nail 



jt 



sein. Ist also etwa tj^ nicht Null, so folgt ri'^l^f, = k+h k ^ j^^ j^^^^ erstens 
Tlk = 0, SO folgt lyl^A = und 

i; ~ i; ~ »Ji ' 

also wieder dieselben Gleichungen (23.)- — Wenn aber 17Ä nicht Null ist, so 
geben die beiden ersten Gleichungen (22.) 

it ~ r* ' < ~ V, ' 

die dritte aber kann geschrieben werden, wie folgt: 

und liefert -^ = — ^, also finden sich wieder die Gleichungen (23.). 

Aus diesen ergiebt sich aber (öj,.t,=zz^.m„, und weil -it^ = — vor- 
ausgesetzt ist, 

d. h. 

woraus i5 = 1, also 



oder 






also 



und endlich, wie behauptet, 

gefunden wird. 

Wenn nun aber die Gleichungen (20.) oder (21.) bestehen , so wird 
die Reihe der Grössensysteme (18.) periodisch, indem von dem Systeme 

^ky (Pk{x)^ tpki^) 
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an eine Periode f)on h Gliedern unendlich oft sich wiederholen mnss. Denn 
ans dem Bestehen der Gleichungen (20.) und (21.) folgt zunächst 

sodann aber nach den Formeln (11.)? (12.), (13.) auch 

u. s. w. 

Diese Bemerkung, mit der vorigen verbunden, liefert den Satz: 

Wenn f)on den beiden Reihen eon Grössensystemen (18.) und (19.) die 
eine periodisch ist^ so hat die andere genau dieselbe Periode. 

Die Periodicitdt der erstem Reihe tritt ein, sobald die Grössen (18.) 
für ein unendlich wachsendes i endlich bleiben^ und umgekehrt. 

Das Letztere ist offenbar; um auch das Erstere zu zeigen, nehme ich 
an, es sei für jedes •; 

während A, B, C endliche Constanten sind. Setzt man dann 



so ist 



r' = *,M*,(x") = J^.<»,S..,„ 



also, da pi{x) mit wachsendem Index immer grössere Werthe erhält, 

Daher kann man setzen: 

(Pi(x') = ^i.x*^ +Tii .x' + ^i = e' A{coss + y—i .sms\ 

ip.[x'') = i:-.a:"'+^^a:"+^- = «'^(cos*~|/-l .sin«), 
woraus sich 

3^ = 6B4-2€'^cos*, 

3?;; = f5+2€'Jcos(*+^), 

3i; = eB+2e'Acos(s''~) 

ergeben, während f^ f' positive ichXe Bruche bedeuten. Aehnliches gilt von 
lo ^o 'Ci' Da demnach diese Zahlen nur eine endliche Anzahl verschie- 
dener Werthe erhalten können, müssen zwei der Grössensysterae (18.) einander 
gleich werden, und Periodicität in der Reihe derselben eintreten. 
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Soeben wir non die Bedingang dafür, dass cD,^ 9>,(x), y^iix) eDdlich 
bleiben, wenn t Ober jede Grenze binaos wächst. Man findet leicbt die 
Formel 

welcbe man aucb so schreiben kann: 

(24.) a). + ^v.(x) + -^V'.(ar) = 3a:^^p,(x')p,(x"). 

Hieraus erglobt sich, Indem man fOr — , — ihre Werthe (17.) sobstituirt 
und dio (flolchung 

boAohtol^ fflr ./| folgender posillvo Werth: 

(25.) ./, - fl).-Jr/^,(a:) 

und die l'ngloii^hhoU 

(20.) -/. < 3ö),jt'. 

Moll nlso (D, endlich bleiben, so gilt nach (26.) dasselbe auch von 
'/« und« well (O« üIoIs ganxxahllg und von Null verschieden ist, nach (25.) 

nuoh von u pt(^)' Dh nun 

Ifttl« mI^o ondlirh blollion soll« muss von zwei Fallen der eine eintreten: 
../«..rfir ronvortfirl ;;,,,(a.) gegen Null. 

oitn\ woun nIrhU so muss * Pi{*r')p,{x') endlich bleiben. 

l»f»r orslo Kttll kunn «bor nicht olnirolon, wenn ausser cö^ auch y,(a:), y^i{x) 
im\\M\ UM\wt\ sollon, wonuis folgl, wie zuvor gezeigt ist, dass Si, ^i, C> 
i:t, iii\ l't nur oliio ondiloho Anzahl von Werthen erhalten; denn alsdann 
niMMul nurh /^ nur oino ondlicbo Anzahl verschiedener Werthe an, kann also 
rilohl« wIm OS Solu innnslo, wenn die erste Alternative stattfände, gegen Null 
Hinvurtflron. Illurftus folgt, dass die zweite Alternative die nothwendige Be- 
dingung dfil'nr MUsdrAckl, dass ^^ Vii^)'^ V^«(^) endlich bleiben. 

HIo Ist aber auch hinreichend. Denn bemerkt man, dass (nach pag. 41 

A$ir Mfuthhclum Abhandlung) — = -t , also stets ein unächter Bruch 

' Ui Vi— 1 - 

k^i 



P. Bachmann, zur Theorie von Jacobis Kettenbruch-Algorithmen. 33 

ist, und dass (pi (x) <C V> (^)? so folgen aus (24.) die Ungleichheiten 

es, < 3x'-^p,{x')p,{x"), 

<p,(x) < dx--^p,{x')p,{x"), 

also bleiben tD<^ %i^)'i V^i{^) endlich, wenn jene Bedingang erfüllt ist. So 
wird der Satz erhalten: 

Damit die Reihe der Grössensysteme (18.) oder (19.) periodisch sei, 

F- 
ist nothtoendig und hinreichend^ dass '^Pi{x')pi{x*^) endlich bleibe^ während % 

über jede Grenze hinaus wächst. 
iMan findet aber 

p,{x)p,{x'') = i{2P';^P[x^P,x'f + ^{P\x^P,x'f, 

Pi{x)p,{x') = [p:^p,xy^x[p:^p,x'){P[--p,x)-\-x\p:^p,x)\ 
Piix)p,ix") = {P':^p:xy+x{P':^p,x'){P',^p,x\ 

also 

2p,ix')p,{x'') = (P;/-P;a:)^+(p:'-P,a:7+a:^(P;-F,x)^ 

F- 

Soll nun '-^Pi{x*)Pi{x') endlich bleiben, so mflssen auch die beiden 

Ui 

Ausdrücke 

endlich bleiben ; umgekehrt, wenn diese endlich bleiben, so gilt dasselbe auch 

, I F- F- 

von {P'-—P'iX)\'—^^ also auch von —^Pi{x')pi{x*'). 

Pu 

Aus der ersten der Gleichungen (14.) folgt noch -j^<;l. Diese Be- 
merkungen gestatten, den vorigen Satz unter folgender Form auszusprechen: 

Zur Periodicität der Reihen von Grössensystemen (18.) und (19.) ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Ungleichheit 

(27.) (p\-p,xr+{F:-p,xy+{^y-pi < Ä.^ 

für alle Werthe eon i erfüllt sei, während h eine passend gewählte endliche 
Constante bezeichnet. 

Soweit ist es mir vorläufig nur gelungen, die Untersuchung zu führen. 

Journal (ür Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 5 
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Nach dem letzten Satze hängt die Frage nach der Periodicität des Ketten- 
brnch- Algorithmus wesentlich von dem Gesetze der Annäherung ab, sowie 
umgekehrt dies letztere für alle periodischen Algorithmen durch den Satz be- 
stimmt ist. Aus der Ungleichheit (27.) leitet man nämlich leicht die fol- 
genden ab: 

Pi _ ^ ki Pi 2 ^ ki 



— XKZ n ,n 1 -H ^ < 



Pi -^^ P.VPi' Pi ^ PiVPi' 

welche das Gesetz angeben. 

Ich lege auf den Satz in seiner zweiten Form deshalb einen beson- 
deren Werth, weil er aufs Deutlichste den Zusammenhang der Untersuchung 
mit der Hermiteschen aber die successiven gleichzeitigen Minima der Formen 
Z — aXy Y— bX beweist, eine Untersuchung, durch welche ich hoffe, das An- 
näherungsgesetz des Kettenbruch-Algorithmus direct bestimmen zu können. 

Zum Schluss dieser Mittheilung mag eine Bemerkung Platz finden, 
durch welche die, auf pag. 50 der Jacobischen Abhandlung befindliche Be- 

hauptung, dass die Normen von Va + a, fru+6 durch -~- theilbar sind, 6ß- 
gründet wird. 

Nach pag. 49 ebds. ist (fo+o)^. durch -pf theilbar; da Gleiches von 

den conjugirten Ausdrücken (cu+ci)^,^ {v^-{-d)^'i gelten muss, so kann man 

setzen, worin \fj^ in dem Sinne Jacobis^ ein complexer Ausdruck ist. Da nun 
nach derselben pag. 49 *,•*<' = 7^ -F^ ist, wird 

(f?o+ö)(«>i+a)(t?o + a).F, = -g-'V, 

folglich , da nach pag. 46 ebds. F^ keinen Theiler hat , muss die Norm von 
«0+ a durch -^ theilbar sein. — Gerade ebenso ergiebt sich auch die Richtig- 
keit der Behauptung in Beziehung auf u>^) + b. 
Breslau, im April 1872. 
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lieber die Theorie der Elektrodynamik. 

Zweite Abhandlung. Kritische b. 
(Von Herrn H. Helmhoü^.) 



fjregen meinen Aufsatz ,,äber die Bewegungsgleichungen der Elektricität 
für ruhende leitende Körper" sind von den Herren W. Weber y J. Bertrand 
und C. Neumann Einwände verschiedener Art erhoben worden, die theils 
gegen die von Herrn Kirchhoff' und mir bei der Bildung jener Bewegungs- 
gleichungen angewendeten Grundlagen gerichtet sind, theils die physikalisch 
unzulässigen Folgerungen, welche ich als Consequenzen der Weberschen 
Hypothese nachgewiesen hatte, durch neue Hilfshypothesen zu beseitigen 
suchen. Bei der grossen Wichtigkeit, welche der genannte Gegenstand nicht 
blos fOr das besondere Kapitel, sondern auch für die allgemeinen Grundprin- 
cipien der theoretischen PhysiK und Mechanik Qberhaupt hat, erlaube ich mir 
noch einmal darauf zurück zu kommen. 

Die Webersche Hypothese über die elektrischen Kräfte ist der erste, 
bis zu einem gewissen Grade erfolgreiche Versuch gewesen, die Erklärung 
einer Klasse von Erscheinungen, die noch nicht auf Elementarkräfte hatten 
zurückgeführt werden können, auf die Annahme von Kräften zu gründen, 
welche nicht blos von der Lage der wirkenden Massenpunkte, sondern auch 
von ihrer Bewegungsart abhängen sollten. Zwar hat man schon längst die 
Theorie der Reibung so dargestellt, als wäre diese hervorgebracht durch 
Kräfte, die von den relativen Geschwindigkeiten der reibenden Körper ab- 
hängen. Indessen war es klar, dass diese Reibungskräfte keine elementaren 
Kräfte sein konnten, sondern nur das mechanische Resultat eines ziemlich 
complicirten Processes, der sich noch durch andere Wirkungen, wie durch Ent- 
wickelung von Wärme, Elektricität u. s. w. zu erkennen gab, kurz zusammen- 
fassend ausdrücken sollten. 

Schon in meiner Schrift „über die Erhaltung der Krafl^^ hatte, ich nach- 
gewiesen, dass elementare Kräfte zweier Massenpunkte, die ausser von der 
Entfernung auch von den Geschwindigkeiten abhängig wären, das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie würden verletzen müssen. Herr Weber hatte nun 
die von ihm angenommene Kraft zweier elektrischer Massenpunkte .abhängig 

5» 
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gemacht nicht blos Ton den Geschwindigkeiten« sondern auch von den Be- 
schleunigungen, und unter diesen Umstinden besteht allerdings die 31öglichkeit 
für ein beliebiges System von materiellen Punkten, weiche sich unter Ein- 
wirkung theils von Weberschen Kräften« theils Ton gewöhnlichen, dem Gesetze 
von der Erhaltung der Energie genfigenden Kräften bewegen, eine Inte- 
gration der Bewegungsgleichnngen auszufuhren, die derjenigen entspricht, 
durch welche man für die Wirkungen der gewöhnlichen mechanischen Kräfte 
die Gleichung von der Erhaltung der Energie herstellt. Diese Integralglei- 
chung enthält auch in diesem Falle eine homogene Function zweiten Grades 
der Geschwindigkeiten, und setzt sie einer Function der Coordinaten gleich. 
Aus ihr ist, wie die Herren W. Ite6er und C. Nemmamm (junior) hervor- 
gehoben haben« zu schliessea. dass durch keinen Cirkelprocess, der irgend ein 
Massensystem aus irgend einem Anfangszustande schliesslich in denselben Zu- 
stand, und zwar nicht blos in Beziehung auf die relative Lage, sondern auch 
auf die relativen Geschwindigkeitscomponenten aller einzelnen Punkte des 
S^'stems, zurdckfilhrt « mehr Arbeit erzeugt und nach aussen hin abgegeben 
werden könne« als andererseits dabei von aulsen eingenommen und zerstört 
wird. — Die Summe der posiliv und negativ abgegebenen Arbeit des Systems 
muss immer Null sein. Es kann also auch unter Mitwirkung der Weberschen 
Kräfte durch Wiederholung eines solchen in sich immer wieder zurück- 
laufenden Cirkelprocesses kein Perpetuum mobile hergestellt werden. 

Man hat sich bei den Untersuchungen darüber, ob das Gesetz der Er- 
haltung der Energie fifr gewisse Xaturprocesse gültig sei oder nicht, meist 
damit begnügt zu untersuchen, ob« wenn ich das analytische Resultat praktisch 
ausdrücken darf, ein immer wiederholter Cirkelprocess in das Unendliche 
Arbeit erzeugten oder zerstören könne. 

In diesem Sinne nun verletzt die Webersche Annahme das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie nicht: aber sie tbut es in anderem Sinne, und es 
zeigt sich hierbei, dass die eben angegebene Prüfung nicht genügt. 

Wenn nAmlicJi das Arbeitsäquivalent eines bewegten Massensystems 
Jemals kleiner worden kann, als das desselben Massensystems im Zustande der 
Huhe« und zwar desto kleiner, je grösser seine Geschwindigkeiten sind: so 
wird Arbeit aufgewendet werden müssen, um das betreffende System in den 
Ruhozu^tAtid »urückzuführen ; und umgekehrt jeder Vorgang, der ihm noch 
w«»tlt«ro Arbeitskraft entzieht, wird seine Geschwindigkeiten nothwendig 
utoigt^rn« und also auch die weitere Gelegenheit gewähren, das Quantum der 
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abgegebenen Arbeitsäquivalente immer weiter bis in das Unendliche zu steigern. 
Diese Möglichkeit ist nun in der That beim T^efterscben Gesetz gegeben. In 
meiner früheren Untersuchung war es der Leitungswiderstand der elektrischen 
Leiter, der der elektrischen Bewegung Arbeitsquanta , nämlich die durch die 
Strömung erzeugte Wärme, entzog, und sie nach dem T^eöerschen Gesetze 
dadurch bei gewissen Arten der Bewegung, zum Beispiel bei Radialströmen 
in einer Kugel, in das Unendliche steigern konnte. 

Bei allen andern bekannten physikalischen Kräften gestaltet sich das 
Gesetz der Energie so, dass in seinem Ausdrucke nur die lebendige Kraft 
der bewegten Massen von den Geschwindigkeiten abhängt; diese ist aber eine 
nothwendig positive Grösse, weil sie eine Summe von Quadraten der mit 
ausschliesslich positiven Coefficienten behafteten Geschwindigkeiten ist; sie 
bildet also ein mit Steigerung der Bewegung wachsendes, immer positives 
Arbeitsäquivalent. Das Arbeitsäquivalent der bewegten Masse ist also noth- 
wendig immer grösser, als das der in derselben Lage ruhenden Masse. 

Mischen sich aber die fFi?6erschen Kräfte ein, so ist nach der Be- 
zeichnung der Herren Weher und C. Neumann das gesammte Arbeitsäquivalent 
des Massensystems gleich 

1) der lebendigen Kraft der bewegten trägen Massen 

2) plus der potentiellen Energie der elektrostatischen und anderweitigen me- 
chanischen Kräfte 

3) minus dem elektrodynamischen Potential. 

Dieses letzte hängt auch von den Geschwindigkeiten ab, und sobald sein 
Werth positiv und grösser ist als der von No. 1), so treten die oben angegebenen 
Consequenzen ein. Unter welchen Bedingungen und in welchen Fällen dies 
nun vorkommen kann, wird unten erörtert werden. 

Geschieht die Bewegung eines solchen Massensystems unter räum- 
lichen Verhältnissen, welche die Glieder 1) und 3) sich gerade aufheben 
machen, so wird jede endliche Kraft, die im Sinne der vorhandenen Bewe- 
gung vorwärts treibt, diese in das Unendliche steigern müssen, weil durch 
endliche Zunahme der Bewegung dann das Arbeitsäquivalent nicht mehr ver- 
mehrt wird, während die Kraft doch Arbeit leistet. Unter diese Categorie fällt 
einer der Einwände, die ich in meiner früheren Arbeit aufgestellt hatte. 

Ich habe hiermit den Grund der physikalisch unmöglichen Folgerungen, 
welche Herrn W, Webers Annahme liefert, in möglichst genereller Form 
auszusprechen gesucht, und werde die Gleichung, welche bei Annahme der 



Webendem Krüte iea Gcsciz tm 4er ErUtnf der EMrfie eBlsprichL in 
einer Fwa febea. wo im Terfcülai» noch Uwer. als in der oiien ge- 
bf a ncfcten Eintheiinnif der Enerfie h eunirtiitL 

Die sfecieUen SCreHpBkte nd nbo folfende: 

A. Ick knite nss den DOerentinlfleicknngen der elektrischen Strö- 
■nnfen. wie »e tob Herrn Kmrkkof nns des fTe fa rsdien Gesetie herge- 
leitet, od Ton Herrn Lmrierf TemDgcaeineft wnren, gefolgert« dass die 
Weberxke Annnhae iiifej G l eki ge mi t ä t der Bektricilit in leitenden Körpern 
gebe. Von dieser Folgemng wnr nril k et i o li e n die firnkere elektrodynmnscke 
Tkeorie ron Herrn C \ewmmm. wo nnck die Anskreitnng des elektriscken 
Potentinb in die Feme Zeit br i nc k en sollte. 

B. Ick kalte an des cinfocksten Falle der Bewegnng iweier elektri- 
scker Xnssenpnnkte in Ricktnng ikrer Verkindnngslinie geieigt, dass diese 
mit endticker Gesckwindigkeit anfongend in endlicker Entfernung unendliche 
(leschwiiidigheit erreicken können. 

Auf B. kat Herr Hl llVier im leinten Hefte seiner elektrodynamischen 
Maasskesämmnngen *) selkst genntwoHeL okne A. in beillhren. Derselbe ist 
der MeinunjE^ dass durch Annahme eines gewissen Verhiltnisses zwischen den 
dabei in Betracht kommenden Constnnten die Entfernung, in der jener un- 
endlicke Wertk der Gesckwindigkeit n Sande komme, immer in das Bereich 
der Molecularkrifte der betreffenden 3la$$en gebracht und dadurch verhindert 
werden könne ^ dass jener t\imi mir als unmöglich bezeichnete Erfolg ein- 
trete. Ich werde in $. tO die^ec^ Aufsatzes zeigen, dass die von ihm ge- 
machte Annahme aber die C^Mislanten dazu nicht ausreicht, wenigstens nicht, 
so lange wir beliebige Vermehrung der elektrischen Quanta uns vorbehalten. 

Ein a weiter Kinx^aad von Herrn Weber beruht darauf, dass in dem 
von mir gewAKMen Rebf M die Theilchen im Anfang ihrer Bewegung eine 
(SeitohwtudigkeM haben mAssten, grösser als der sehr hohe Werth der von 
ihm gebrauchten ronsttaute r« dass diese praktisch jedenfalls nicht herzustellen 
Kei« und vieUeicht auoh der Natur der Sache nach unmöglich sein könnte. 
Dagotit^t^ (tthire loh in $. 9 den Beweis, dass, wenn eine endliche Kraft die 
Aundht^fMllU tlt^r elektrischen Quanta zu einander dauernd unterstfitzt, die un- 
oiultloh«» Uenohwindigkeit auch bei beliebig kleiner Anfangsgeschwindigkeit zu 
Hlaihlt) Kommen kann. 

''>) Aiiimndlungon der math. physik. Classe der Kön. Sftchsischen Gesellgchaft der 
Wlwioilit«linften. Bd. X. 1871. 




Heimholte, über die Theorie der Elektrodynamik, 39 

Herr C. Neumann hat in seiner neusten Abhandlung Ober Elektro- 
dynamik ^) sich dahin ausgesprochen, dass, wie ihm scheine, mein Einwand 
B. von Herrn Weber in endgflltiger Weise widerlegt sei. Er selbst hat, ohne 
auf seine frühere elektrodynamische Theorie zurück zu kommen, eine neue 
Modification des Weberschen Gesetzes aufgestellt, indem er eine unbestimmte 
Function der Entfernung eingeffihrt hat, die in endlichen Distanzen mit der 
Weberschexi zusammenfallen, in molecularen Distanzen aber davon abweichen 
soll. Ich darf wohl annehmen, dass dies in der Meinung geschehen ist, durch 
die Einführung irgend welcher Molecularkräfte könnten die von mir ge- 
machten Einwände, namentlich B. beseitigt werden. Ich habe deshalb in §. 12 
die allgemeine Form des Gesetzes von der Erhaltung der Energie be- 
nutzt, um zu zeigen, dass die unzulässigen Folgerungen überhaupt gar nicht 
von den Wirkungen in molecularen Distanzen abhängen, sondern im Gegen- 
theil von den Fernwirkungen. 

Gegen meinen Einwand A. hat Herr C. Neumann nur im Allgemeinen 
geltend gemacht, die Kirchhoffschen Differentialgleichungen seien noch auf 
andere, nicht genau präcisirte Hypothesen gegründet, ohne aber die ihm hypo- 
thetisch erscheinenden Punkte nfiher zu bezeichnen. Was ich aus diesen ge- 
folgert hatte, gelte nicht gegen das Webersche Gesetz. Uebrigens hat er 
selbst aus seiner eigenen neuen Annahme keine Differentialgleichungen der 
elektrischen Bewegung hergeleitet, sondern erklart nur auf S. 472 seines Auf- 
satzes, dass das zur Aufstellung dieser Gleichungen nöthige „Potentialgesetz^^ 
bisher für aujdere als geschlossene lineare Strömungen noch nicht eruirt worden 
sei. Demgemüss ist denn Herr C Neumann auch den Beweis schuldig ge- 
blieben, dass seine neue Modification des Weberschen Gesetzes zu stabilem 
Gleichgewicht der ruhenden Elektricität in Leitern führe. 

Die Urtheile von Herrn C. Neumann hat auch Herr Zöllner ^) wieder- 
holt, ohne irgend etwas Neues hinzuzufügen, was bei einer wissenschaftlichen 
Discussion zu berücksichtigen wäre. 

Ich habe deshalb in §. 13 die Hypothesen der angeschuldigten Kirck- 
hoffschen Gleichungen zusammengestellt, welche in der That keine anderen 
sind, als die Herr W. Weber selbst seiner ersten Ableitung des Inductions- 
gesetzes zu Grunde gelegt hatte, und habe dann den Beweis hinzugefügt, dass 

*) Elektrodynamische Untersuchungen. Berichte der Eon. Sachs. Gesellschaft 
d. Wissenschaften vom 20. October 1871. 

**) Ueber die Natur der Cometen u. s. w. Leipzig bei Engelmann. 1872. 
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beliebige Annabmen über die Molecularvorgfinge und Molecularkräfte bei 
elektrischer Strömung die Möglicbkeit nicht beseitigen, dass das Arbeitsdqui- 
valent der elektrischen Strömung kleiner als das des Ruhezustandes werde, 
aus welchem Verhältnisse dann die übrigen vorher aufgeführten physikalisch 
unmöglichen Folgen ffiessen. 

Endlich habe ich in §.14 noch die von Herrn /. Bertrand ausge- 
sprochenen Bedenken gegen den Gebrauch der Potentialausdrücke in der 
Theorie der Induction und wegen der Anwendung des Salzes vom Parallelo- 
gramm der Kräfte auf die inducirten elektromotorischen Kräfte zu beseitigen 
gesucht. 

Die Nummern der Paragraphen setzen die meiner früheren Abhand- 
lung fort. 

§. 9. 

Bewegung zweier elektrischer Massenpunkte in Richtung ihrer 

Verbindungslinie. 

Ich beginne mit diesem einfachsten Falle, an dem sich die wesent- 
lichen Züge dessen, was später in allgemeinerer Form nachgewiesen werden 
soll, schon aufweisen lassen. Derselbe ist bereits in der Einleitung meiner 
früheren Arbeit und dann von Herrn Weber besprochen worden. Ich nehme 
wie froher an : das elektrische Quantum e' liege fest, das gleichartige Quantum 
e sei mit dpr trägen Masse fi verbunden und in der Entfernung r von jenem 
befindlich; es bewege sich in Richtung der Verbindungslinie r. Ich ändere 
die früheren Annahmen nur insofern, als ich noch eine zweite Kraft 
gewöhnlicher Art R hinzufüge, die auf die träge Masse u einwirkt, ebenfalls 
in Richtung der Verbindungslinie, und welche positiv genommen wird, wenn 
sie r zu vergrössern strebt. Die Bewegungsgleichung ist alsdann nach Weber 

Setzen wir mit Weber 

2ee' 

= Q} 

CCft ^^ ' 

so können wir diese Gleichung schreiben: 

In dieser Form hat sie die Form einer gewöhnlichen Bewegungsgleichung, 
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WO rechts die auch von der Geschwindigkeit abhängige Kraft steht, und der 
Ausdruck links sich nur dadurch von den gewöhnlichen Gleichungen dieser 
Art unterscheidet, dass der CoefGcient der Beschleunigung nicht einfach die 
Masse ist, sondern eine Differenz, welche positiv bleibt, so lange r >> ()^ aber 
gleich Null wird, wenn r = p, und negativ, wenn r < p. Wir wollen p im Fol- 
genden die kritische Entfernung nennen. 

Die Webersche Voraussetzung, dass die letztgenannten Fälle nicht ein- 
treten könnten, werden wir nachher discutiren. Wenn sie aber doch eintreten 
sollten, so wird die Beschleunigung unendlich gross werden müssen, so oft 
r = Qy und sie wird in ihrem Zeichen dem Werthe der Kraft entgegengesetzt 
werden müssen, wenn r<ZQ ist. Es wird alsdann eine jede Kraß, welche die 
Masse fi in Richtung der wacksenden r vorwärts zu treiben strebt, bewirken, 
dass sie im Gegentheil rückwärts beschleunigt wird und umgekehrt, und ich 
bitte wohl zu bemerken, dass dies keineswegs nur eine Eigenthümlichkeit der 

elektrischen Abstossungskraft — sein würde, der man einige sonderbare Eigen- 

thümlichkeiten vielleicht nachsehen würde, und die also in diesem Falle, we- 

dr 
nigstens bei massigen Werthen der Geschwindigkeit -^ die Masse m, statt 

abzustossen, im Gegentheil heranziehen würde; sondern dasselbe würde auch 
gelten für die Einwirkung jeder beliebigen anderen mechanischen Kraft. Die 
Masse m wird sich verhalten, als hätte sie negative Trägheit, 

Noch einfacher treten diese Verhältnisse heraus, wenn wir die Glei- 

dr * 

chung (1.) mit -^ multipliciren, um die Gleichung für die Constanz der Energie 
zu bilden. Wir erhalten dann: 

w i^^-^"' = -4[T!<-i(f)l]'«+''4'"- 

Das letzte Glied ist die Arbeit, welche die Kraft R in der Zeit dt leistet. 
Setzen wir 



/ 



"«4* = *' 



SO ergiebt die Integration: 

Die Grösse fR braucht in dieser Gleichung nicht nothwendig eine von der 
Art der Bewegung unabhängige Function der Coordinalen zu sein. Legen 
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dr 

y9\T den Anfangspunkt der Zeit t auf einen Augenblick, wo -^ = ist, setzen auch 
91 für denselben gleich Null, und r = r, so ist 

(ä-o •i"(*-f)(w)' = «■(t-|)+''- 

Wenn nun x'Xf ist, das heisst das Theilchen u sich im Anfang jenseits der 
kritischen Distanz befindet, ferner R einen solchen negativen Werth hat, dass 

Ä + ^ < 

« 

ist, so wird die rechte Seite von Gleichung (2".) für negative Werthe von 
-^ positiv sein, und e sich dem e* nähern, die Geschwindigkeit wachsen, zu- 
letzt unendlich werden, sobald r=^Q geworden ist. 

Es braucht hierbei also die Kraft R nur eine endliche Grösse zu haben, 
und durch eine endliche Strecke hin zu arbeiten, also einen endlichen Betrag 
an Arbeit 91 zu leisten, um der Masse n unendliche Geschwindii^keit mitzu- 
theilen. Es geht hieraus zunächst hervor, dass es keineswegs nöthig ist, der 
Masse ft eine übermässig grosse Geschwindigkeit im Anfange mitzutheilen. 
In meiner früheren Arbeit war dies nur dadurch bedingt, dass ich keine Kraft 
R hinzugenommen hatte, und also die ganze Arbeit, welche nöthig ist, die 
Masse /^ gegen die elektrische Abstossungskraft bis q heranzutreiben, ihr von 
Anfang an in Gestalt einer grossen Geschwindigkeit mitgegeben sein musste. 

Da die hier gemachte kleine Abänderung des vorliegenden Beispiels 
die Nothwendigkeit einer grossen Anfangsgeschwindigkeit beseitigt, wird es 
unnöthig sein, die principiellen Bedenken zu erörtern, welche Herrn Webers 
Widerspruch gegen die Zulässigkeit einer so grossen Anfangsgeschwindigkeit 
(grösser als ]/2mal der Lichtgeschwindigkeit) hervorrufen könnte. 

§. 10. 

Ist die kritische Entfernung q immer eine moleculare Entfernung? 

Der zweite Einwand von Herrn W. Weber gegen die Anwendbarkeit 
der von mir aus dem eben besprochenen Beispiel gegen seine Theorie ge- 
zogenen Schlüsse, ist auf die Annahme gestützt, dass die Entfernung q eine 
ausserordentlich kleine, nur moleculare Entfernung sei, so dass was innerhalb 
derselben geschieht entweder überhaupt unserer Wahrnehmung gar nicht zu- 
gänglich sei, oder durch das gleichzeitige Eingreifen anderer molecularer 
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Kräfte gehemmt werde, wie ja z. B. auch das Unendlich werden der Ge*- 
schwindigkeit zweier gravitirender Massenponkte , wie es für die Entfernung 
r = eintreten mOsste, dadurch vermieden wird, dass die molecularen Kräfte, 
welche der Volumverminderung beider Massen widerstehen, in das Spiel 
kommen, ehe die Entfernung Null erreicht wird. 
Der Werlh der Entfernung q ist 

2eef 
^ ecfi 

Ist das elektrische Theilchen e nur mit seiner eigenen Masse behaftet, so 
wird — irgend einen bestimmten Werth ß haben. Enthält [jl auch noch pon- 

derable Masse, so wird — <iß sein. 

lieber den Werth von ß wissen wir bisher gar nichts; es steht also 
der von Weber gemachten Annahme, dass = -^ = 6 eine ausserordent- 

^ ' CCfl cc 

lieh kleine Grösse sei, wenigstens nichts entgegen. Nur geht diese Annahme 
aus den bisher bekannten Thatsacheu keineswegs hervor, sondern sie ist eben 
eine neue Annahme, welche Herr Weber erst gemacht hat, um meinen Ein- 
wänden zu entgehen. Von der Masse fi, wenn diese keinen ponderablen Be- 
standtheil enthält, weiss man nur, dass sie so klein ist, dass sie sich bisher 
allen Messungen entzogen hat, während c allerdings sehr gross ist, aber doch 
gemessen werden konnte. Eben deshalb aber ist der Werth von ficc aus 
erfahrungsmässigen Daten nicht zu bestimmen, und es mag jede Hypothese 
Aber ihn als erlaubt angesehen werden. 

Aber wenn auch b eine äusserst kleine Grösse ist, so ist q doch nicht 
allein von b abhängig, sondern es ist p = be', und e' kann noch jede beliebige 
Grösse haben, folglich auch (), Dabei fst wohl zu beachten, dass wenn wir 
uns e als eine kugelförmige Masse von bestimmter Dichtigkeit denken wollten, 
sei es als elektrisches Fluidum, sei es als einen mit Eiektricität einer Art 
durchdrungenen oder bedeckten Isolator, bei wachsendem e' der Durchmesser 
dieser Kugel wie }V oder wie )V wachsen würde, je nachdem e' im Innern 
oder an der Oberfläche angesammelt ist, q aber wie e selbst, also viel 
schneller, und dass wir also durch entsprechende Vergrösserung von e' der 
Grösse p jede beliebige endliche Grösse und ihrem Endpunkt jeden beliebigen 
Abstand von der Oberfläche der elektrischen Masse e' geben können. 

Daher ist auch weiter schon hier klar, dass wenn wir e' immer grösser 

6* 
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und grösser werden lassen, schliesslich die kritische Entfernung () zum Durch- 
messer der Masse e' jedes beliebig grosse Verhältniss erreichen kann, so dass 
zuletzt auch dieser Durchmesser wieder gegen () verschwindend klein wird, 
und dann das einfache Webersche Gesetz wieder angewendet werden kann, 
wie es für zwei Massenpunkte gilt. Ffir- die dazwischen liegenden Fälle, 
wo die linearen Dimensionen von e* endlich gegen (f sind, würden dagegen 
Integraiausdrücke zu bilden sein, von denen wir einige der einfachsten Formen 
im nächsten Paragraphen bilden werden. 

Herr Weber selbst hat einen etwas anderen Ausdruck für q gewonnen, 
weil er beide elektrische Massen als beweglich betrachtet; sind deren träge 
Massen u und ,a', so ist der Werth 

o = • — • 

^ CC fAfl' 

Lässt man e' und /a' sehr gross werden, so führt dieser Ausdruck auf die- 
selben Schlüsse, die ich eben gezogen habe. 

Wenn man also nicht willkürliche, und durch den ursprünglichen Sinn 
des Weberschen Gesetzes in keiner Weise gebotene Beschränkungen für die 
Grösse der elektrischen Quanta e und e' festsetzen will, so folgt aus den an- 
gestellten Betrachtungen, dass selbst, wenn man Herrn Webers Annahme über 

den Werth der Constanten acceptirt, die kritische Entfernung p keines- 
wegs immer eine moleculare Entfernung sein wirdy sondern jede beliebige end- 
liche Grösse erreichen kann. Es kann also das Zustandekommen unendlicher 
Geschwindigkeit der bewegten Masse fj^ oder dieses Zustandes, den ich kurz 
als negative Trägheit bezeichnet habe, innerhalb der Entfernung q auch durch 
Molecularkräfte keineswegs verhindert werden. 

Wenn nun Q = be' eine endlidhe Grösse ist, so wird die elektrische 
Abstossungskraft, welche von der Kraft R des §• 9 überwunden werden 
müsste, im Maximo sein 

• ee' c^fi c^(jL 

~g^ "'20' ~"2b7' 

Je grösser e' und somit q wird, desto kleiner wird die Kraft, die zur An- 
näherung bis zur Grenze () nöthig wird, so dass schliesslich jede der Masse 
fjL proportionale Kraft, wie die Schwere g/j^ bei hinreichender VergrOsserung 
von e' dazu ausreichen würde. 

Nun ist die Constante c gemessen und sehr gross gefunden worden. 
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die ConstaDte b vod unbekannter Grösse und, nach Herrn Webers Annahme, 
vielleicht sehr klein. Dann würde es allerdings fOr unsere praktischen Hilfs- 
mittel wahrscheinlich unmöglich werden, so viel Elektricität e' zu sammeln, 
dass die Schwere oder eine zur Schwere in endlichem Verhältnisse stehende 
Kraft, die allein auf die Masse /u wirkte, fär die Ausführung des Versuchs 
zureichte. Wenn wir aber das Webersche Gesetz, als ein wirklich elemen- 
tares anerkennen sollen, als ein solches, welches den letzten Grund der be- 
treffenden Erscheinungen vollständig ausspricht, und nicht nur als einen an- 
genähert richtigen Ausdruck der Thatsachen für gewisse engere Grenzen, so 
müssen wir verlangen, dass es auch auf Objecto von den denkbar grössten 
Dimensionen angewendet, Folgerungen gebe, die physikalisch möglich sind. 

Uebrigens bemerke ich noch, dass die in diesem Falle verlangte Kraft 
wieder nur dann so gross ausfallen müsste, wenn dieselbe ihren Angriffspunkt 
nur in der Masse ,u haben sollte. Drängt man dagegen die Masse /jt vor- 
wärts durch eine andere Masse M, welche beliebig gross sein, und der An- 
griffspunkt beliebig grosser, der Abstossung von fi überlegener Kräfte sein 
kann, so würde allerdings die Masse M+fi nicht in derselben Entfernung q 
wie jLL selbst unendliche Geschwindigkeit erhalten. Sowie aber die Grenze 
von Q überschritten wäre, würde /^ von der elektrischen Abstossungskraft jetzt 
anziehend, und zwar im ersten Moment unendlich stark beschleunigt, sich 
von M trennen, und sich fortan, wie Herr Weber schon gezeigt hat, im 
Innern der Kugel vom Radius q bewegen, in demjenigen Zustande, den ich 
vorher als negative Trägheit bezeichnet habe, und dessen Attribute wir im 
Folgenden näher kennen lernen werden. 

§. 11. 

Die Gleichung der lebendigen Kraft für die fFefrerschen Kräfte. 

Das Beispiel des vorigen Paragraphen wies uns auf die Wirkung im 
Räume ausgedehnter elektrischer Massen hin, deren Resultate nur durch In- 
tegrationen zu bestimmen sind. Um diese zu vollziehen, wollen wir die Glei- 
chung der lebendigen Kraft bilden. Diese ist zwar für zwei elektrische 
Massenpunkte schon von Herrn Weber, für eine beliebige Anzahl solcher von 
Herrn C. Neumann gebildet worden. Indessen werden die Consequenzen 
dieser Gleichung anschaulicher, wenn wir die einzelnen Theile etwas anders 
zusammengruppiren. Deshalb wiederhole ich hier ihre Ableitung mit einigen 
Aenderungen. 
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Es seien gegeben Massenpunkte in beliebiger Anzahl, einzeln bezeichnet 
durch die verschiedenen Werthe ihres Index n. Es bezeichne e« das nach 
elektrostatischen Einheiten gemessene elektrische Quantum des fi^^° Punktes, 
welches bei nicht elektrisirten Massenpunkten auch gleich Null gesetzt werden 
kann, und fi^ sei die trftge Masse, x^, y^, 2. die Coordinaten desselben Punktes. 
Die Componenten nicht elektrischer Kräfte, die denselben angreifen, seien 
X^, y« und Z„. Dann ist nach Webers Gesetz: 

(3.) ;,.i^ = A.+e.4^.%=f=i{l-±(%=)'+^-!^j]- 

Entsprechende Gleichungen ergeben sich für die beiden andern Coordinaten 
jedes der Punkte n; im Ganzen also Sn Gleichungen. Man muUiplicire die 

dün 

Gleichung (3.) mit -^, die übrigen Gleichungen mit den entsprechenden 

Differentialquotienten, und addire alle, so erhält man die Gleichung der leben- 
digen Kraft. 

Um diese einfach zusammenzufassen brauchen wir noch folgende Be- 
zeichnungen : 

q^ die resultirende Geschwindigkeit des Punktes n, also 

(3-.) f. = (^)'+(^)'+(^y, 

&^^^ der Winkel zwischen der Richtung q^ und der über n hinaus veren- 
gerten Richtung von r^^^y also 

P dm elektrostatische Potential: 



(3^) P = \2:2[^\ 



n ^ m^ 



Q das elektrodynamische Potential: 

(3'0 Q = -^^-2'[^gr,.gr^.C0S^„,^.C0sdJ, 



n :^ m. 
V die f)on den nicht elektrischen Kräften geleistete Arbeit: 



(3-0 ^ = ;£|x^+K.^+z.^j, 
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p^ eine den Potentialfunclionen ähnlich gebildete Function fflr den Punkt n: 

L endlich die lebendige Kraft, aber so berechnet, dass unter ihr alle mit 
Quadraten der Geschwindigkeiten mulliplicirten Glieder zusammengefasst sind: 

Braucht man diese Bezeichnungen, so ist die Gleichung der lebendigen Kraft 

(3\) L+P-.K-(> = Const. 

Sind die Coordinaten und die Geschwindigkeiten zur Zeit tx alle von gleichem 
Werthe, wie zur Zeit ^,, so haben L, P, Q auch wieder die gleichen Werthe, 
und es muss also 

sein. Das heisst, während eines Cirkelprocesses, der zu den Anfangswerthen 
der Coordinaten und Geschwindigkeiten zuräckfährt, wird nicht mehr Arbeit 
nach aussen abgegeben, als von aussen empfangen. Dies ist die verallge- 
meinerte Form, in der die Herren Weber und C. Neumann das Gesetz von 
der Erhaltung der Energie gefasst haben. 

Das elektrodynamische Potential hat hier dieselbe Form, wie in der 
ursprünglichen Form des Webersc\ieTi Inductionsgesetzes. Die Glieder mit den 
Quadraten der Geschwindigkeiten sind dagegen, abweichend von den Herren 
Weber und Neumann zur lebendigen Kraft hinäbergezogen. 

Andererseits zeigt die Gleichung (3^.)) ^^^^ die Coefficienten der Ge- 
schwindigkeitsquadrate ql, nicht nothwendig immer positiv zu bleiben brauchen, 
wie dies der Fall ist, wenn sie nur träge Massen vertreten, sondern auch 
negativ werden können. Somit lässt das Webersche Gesetz die Möglichkeit 
offen, dass sich gleichzeitig die positiv und die negativ genommenen q^ in das 
Unendliche steigern, ohne dass die Potentiale der rechten Seile der Glei- 
chung (2.) unendlich zu werden brauchen, d. h. ohne dass die Massenpunkte 
sich einander auf unendlich kleine Distanzen nähern. In der gewöhnlichen 
Fassung des Gesetzes von der Constanz der Energie sind alle q^ mit noth- 
wendig positiven Factoren multiplicirt, kein q^ kann unendlich werden, ohne 
dass einerseits die lebendige Kraft unendlich wird, und andererseits die po- 
tentielle Energie um ein Unendliches Quantum verkleinert wird. Nach dem 
WeberscYien Gesetz könnte bei einem endlichen Werthe der gesammten Energie 
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die lebendige Kraft der ponderablen Theile in das Unendliche steigen, freilich 
noösste gleichzeitig auch die Geschwindigkeit der elektrischen Bewegungen 
ebenfalls in das Unendliche gesteigert werden. 

Weiter ist hier zu bemerken, dass in der Differenz 

i 

welche die Stelle der Masse einnimmt, nicht mehr ein einzelnes elektrisches 
Theilchen der Masse fi^ gegenübergestellt ist, sondern in der Function p^, 
welche nach Art einer Potentialfunction zusammengesetzt ist, eine beliebig 
grosse Menge anderer elektrischer Massen e^, die jedenfalls so gross gemacht 

werden kann, dass sie grösser wird als —-cc, wobei die Massen e^ durchaus 

em 
nicht nahe an der Masse e« zu liegen brauchen. 

Die Grösse p kann betrachtet werden als die Potentialfunction der vor- 
handenen übrigen freien Elektricität, wobei nur deren elektrostatische Quanta 
mit dem immer positiven Factor cos^^S-^,,) multiplicirt sind. Denken wir nun 
alle freie Elektricität gleichnamig und den grösseren Theil derselben an einer 
Fläche abgelagert, dann* ohne Veränderung ihrer Dichtigkeit die linearen Di- 
mensionen des Körpersystems auf das is fache vergrössert, so wird p auf das 
91 fache wachsen. Ist die Elektricität, von der p abhängt, aber continuirlich 
im Räume verbreitet, so wächst in solchem Falle p^ auf das n' fache. In beiden 
Fällen können wir durch eine solche Veränderung jedenfalls zu Werthen von 
p unter gleichzeitiger Vergrösserung der Entfernungen zwischen den Massen 
e^ und e^ kommen, bei denen der die Masse vertretende Factor 

1 

negativ wird, und wo es möglich wird, die Massen /j^ mit stets zunehmender 
Geschwindigkeit beliebig grosse Arbeit leisten zu lassen. Praktisch hätten wir 
dann das Perpetuum mobile, wenn auch theoretisch die erweiterte Form des 
Gesetzes von der Erhaltung der Energie, wie es in Gleichung (2.) ausge- 
sprochen ist, gewahrt bliebe. 

§. 12. 

Die Folgen des Weberscheu Gesetzes im Falle fester gleichmässiger 

elektrischer Belegung einer Kugel. 

Die eben angedeuteten Folgen treten am einfachsten und übersicht- 
lichsten auf, wenn wir annehmen, dass nur ein einzelner Massenpunkt, den 
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wir ohne Index lassen, u mit dem elektrischen Quantum e beweglich sei, 
alle flbrige Elektricitfit aber festgeheftet sei an der Oberfläche einer Kugel, 
an der sie eine gleichmässige Belegungsschicht bilde. Praktisch könnte der 
Fall vorkommen, wenn die Kugel aus isolirendem Material bestände. Wir 
wollen beide Fälle untersuchen, sowohl den, wo. das u sich innerhalb der 
Kugel bewegt, und diese hohl ist, als auch, wenn /a ausserhalb der Kugel liegt. 

Diese Kugelfläche habe den Radius R, das Quantum Elektricität auf 
der Flächeneinheit ihrer Oberfläche sei c. Ferner seien |^ rj, ^ die Coordi- 
naten des Punktes /i zur Zeit t^ und x, y, z die des Flächen Clements d(o auf 
der Oberfläche der Kugel vom Radius R; die Entfernung zwischen ,a und 
d(o sei r. 

Zur Berechnung von p setzen wir voraus, die x-Axe sei so gelegt, 
dass sie der eben der Geschwindigkeit q zukommenden Richtung parallel sei. 
Dann ist nach Gleichung (3^.) 

wo die Integration Ober die ganze KagelflSche auszudehnen ist. 

Nun ist aber 

dV _ J (jx-jy 

d|' ~ r r» » 

also 



p =f±d(o-^ferd(o, 



was wir zur Abkürzung schreiben wollen: 

d'a 

Der erste Theil s ist bekanntlich ausserhalb der Kugel, wenn q den Abstand 
des Punktes ^ von deren Mittelpunkt bezeichnet. 



Sa = 



innerhalb der Kugel 

8i = 47lR€. 

Die Grösse a ist durch Integration leicht zu finden. Wenn t] der Winkel 
zwischen dem nach dio geführten Radius der Kugel und der positiven a;-Axe 
ist, so ist 

a = f]^R^+ (/"- 2p ß cös^ . 271 sin tj . ß' drj, 
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Das unbestimmte Integral hiervon ist 

Zwischen den Grenzen 17 = und T] = n genommen, giebt dies ffir den innern 
Raum : 

fflr den äussern Raum der Kugel: 



Daraus ergiebt sich für den innern Raum: 



(4.) p = An€R 5 — =-——/{ 



3 
und für den äussern Raum: 



oder wenn wir den Winkel zwischen dem Radius- Vector r und der Richtung 
von q mit rj bezeichnen, 






Im Innern einer solchen Kugel hat also p einen von dem Ort und der Be- 
wegungsrichlung von /tt unabhängigen constanten Werth, und wenn 



3 "^ c 

ist, so ist für jede Bewegung von fi innerhalb der Hohlkugel das Aequivalent 
der Masse m negativ. 

Was die übrigen Grössen in der Gleichung (3^^.) belrifR, so wird inner- 
halb der Kugel 

P = e'ineR\ 

Q = 0, weil i7, = 0; 

also wenn wir die conslante Grösse P mit in die Integrationsconstante c ein- 
begreifen, wird Gleichung (2.) 

(2"0 imq'+V+C = 0. 

Dabei ist es auch offenbar gleichgillig, ob die Masse // in einen Punkt cou- 
centrirt ist, wie bisher angenommen wurde, oder ob sie über ein körperliches 



HelmhoUt^ über die Theorie der Elektrodynamik. ' 5{ 

Volamen von beliebiger Grösse ausgebreitet ist, wenn nur ibre Theile relativ 
gegen einander unbeweglich sind. Die Grössen p, P, Q haben eben für alle 
Theile von fi denselben Werth, wo diese auch liegen mögen. Sind nun die 
Massen e^ gross genug, dass die in diesem Falle constante Grösse m negativ 
wird, so haben wir durch das ganze Innere der Kugel gleichmässig diese 
verkehrte Art der Mechanik, dass bei vorwärts treibender Kraft der Punkt fi 
rückwärts beschleunigt wird, und umgekehrt; ferner die potentielle Energie 
der treibenden Kraft und die Geschwindigkeit q gleichzeitig wachsen, während 
in allen Fällen der gewöhnlichen Mechanik die eine immer abnehmen muss, 
während die andere wächst. 

Aus der Gleichung (2".) folgt zunächst, dass wenn m negativ ist, und 
q irgend einen Werth hat, eine solche Bewegung nie aufhören kann, ohne 
dass von aussen her mittels der Kraft, deren Potential V ist, Arbeit geleistet 
werde. Das ÄrbeitgäqmvcUent einer solchen bewegten Masse ist negatie, ist 
kleiner, eUs es im Zustande der Ruhe sein würde, und die Ruhe kann also 
ohne Arbeitsleistung nicht wieder hergestellt werden. 

Lassen wir nun das Tbeilchen fi auf irgend einem vorgeschriebenen 
Wege, dessen Länge wir mit s bezeichnen, sich innerhalb der Kugel be- 
wegen, so ist 

d$ 
^ = lt' 

Differentiiren wir unter diesen Annahmen, wo p constant ist, die Gleichung 

ds 
(3\) nach t, so erhalten wir mit Weglassung des Factors 



dt 



(4^) nt^ = S, 



dt' 

wenn wir mit S die Componente der treibenden Kraft in Richtung des Weges 
s bezeichnen. Ist nun m negativ, so wird die Kraft S immer in verkehrtem 
Sinne einwirken; wenn sie der Bewegung entgegenwirkt, wird sie diese 
immer beschleunigen, und wenn dasselbe fortdauernd oder immer wiederholt 
geschieht, sie schliesslich in das Unendliche steigern. 

Um die Folgen davon zunächst an einem einfachsten Beispiel solcher 
Art zu veranschaulichen, dass dabei Constanz des mechanischen Theils der 
Arbeit staltfindet, setzen wir voraus, dass man ruhende elastische Kugeln von 
der Masse M auf die vorgeschriebene Bahn der Masse ju bringe. Der Erfolg 
jedes Stosses lässt sich in gewöhnlicher Weise berechnen. Das Princip voa 

7* 
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der Erhaltung des Schwerpunkts, weiches, wie man leicht einsieht, für das 
Massenäquivalent m hier gerade ebenso gellen wärde, wie fär eine wirk- 
liche Masse, giebt, wenn q^ die Geschwindigkeit von .u vor dem Stosse, 
9i und Q die von // und M nach dem Stosse bezeichnen: 

mgu = mqi'\-MQ. 
Das Princip von der Erhallung der Kraft giebt: 

mql = mq] + MQ^. 
Ist M+m negativ, so erfolgt der Stoss in gewöhnlicher Weise, die beiden 

Massen trennen sich wieder, M eili vorwärts mit der Geschwindigkeit ^ . yo? 

j— TU 

und fi bleibt zurück mit der vergrösserlen Geschwindigkeit — x^^o^ wobei 

zu bemerken ist, dass wegen der gemachten Annahme Zähler und Nenner beider 
Brüche negativ sind. Somit können wir durch das bewegte elektrische Theilchen 
beliebig oft ponderable Massen fortstossen lassen und ihnen Geschwindigkeit 
ertheilen, während gleichzeitig die Geschwindigkeit der eiektrisirten Masse fi 
immer mehr zunimmt. 

Ware if;>(— m), so würden die beiden stossenden Massen nicht von 
einander prallen, sondern sich immer fester und fesler an einander drängen 
mit wachsender Geschwindigkeit beider. 

Ein anderer entsprechender Fall, wo die Kraft S aber keine Kräflefunction 
hat, wäre der, wo das Theilchen /ti sich auf seinem vorgeschriebenen Wege 
s gegen einen Reibungswiderstand bewegte. Es würde mit wachsender Ge- 
schwindigkeit laufen müssen, und dabei immer steigende Wärmemengen bis 
in das Unendliche entwickeln. Dieser Fall würde auch mit dem eines elektri- 
schen Stromes in dem Wege s zusammen fallen, letztern als linearen Leiter 
gedacht, wenn wir mit Herrn C. Nenmann annehmen, dass bei jedem elektri- 
schen Strome sich nur eine Art der Elektricität bewegt. 

Bei der anderen Annahme über die elektrischen Ströme, wie sie den 
meisten Berechnungen der Herren Weber und Kirckhoff zu Grunde liegt, wo- 
nach sich immer gleiche Quanta entgegengesetzter Elektricität in entgegen- 
gesetzter Richtung mit gleicher Geschwindigkeit bewegen, fällt dagegen die be- 
sprochene Veränderung der trägen Masse fort, weil sie für die positiven und 
negativen bewegten Partikel entgegengesetztes Zeichen erhält. Diese Fälle 
vrerden wir im nächsten Paragraphen behandeln. 
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Es ist klar, dass die beiden hier gegebenen Beispiele das Perpetunin 
mobile realisiren würden. 

Es bleibt noch übrig zu erOrtern, wie sich ein bewegtes Theilchen im 
Äusseren Raum verhält. Hier ist das Massenäquivalent m nicht fär jede Art 
von Bewegung negativ, sondern wie die Gleichung (4°.) zeigt, hängt p vom 
Werthe des Winkels t] zwischen den Richtungen von r und q ab. Fallen 
beide zusammen, so ist 

R 

was fflr den Fall, dass — unendlich klein wird, in den für einen einzelnen 

Massenpunkt geltenden Werlh — äbergeht. Ist rj dagegen ein rechter Winkel, 

so wird 

4niR* 

Dickt an der Kugelfläche, wo R = Q, sind beide Werthe gleich, und gleich 
dem Werthe im Innern der Kugel, so dass also der Unterschied der Rich- 
tungen sich erst in einiger Entfernung von der Kugel geltend macht. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergiebt sich, dass die physikalisch 
unzulässigen Folgerungen des Weberschen Gesetzes durchaus nicht an mole- 
culare Distanzen gebunden sind, sondern durch die Wechselwirkung elektrischer 
Theilchen über beliebig grosse Entfernungen hin zu Stande kommen können. 

Diese Folgerungen sind also nicht zu beseitigen durch die von Herrn 

e^ 
W. Weber selbst gemachte Annahme, dass eine sehr kleine Grösse sei; 

denn diese zerfällt schon an und für sich in zwei getrennte Annahmen, näm- 

lieh dass , und dass ^ sehr klein sei. Die letztere aber kann nicht allgemein 

gemacht werden, da gar kein allgemein geltender Grund ersichtlich ist, durch 
den die Grösse von e' beschränkt werden könnte; und wir haben gesehen, 
dass selbst wenn man der angehäuften Elektricität ein gewisses Maximum der 
Dichtigkeit zuschreiben wollte, und also grössere Quanta e' über grössere Vo- 
lumina oder Flächen ausgedehnt vorkommen müssten, dies an den Folgerungen 
nichts Wesentliches verändert. 

Ebensowenig können jene unzulässigen Folgerungen beseitigt werden durch 
die Annahme von Herrn C. Neumann , dass in molecularen Distanzen zu der 
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Weberschen Kraft eine andere hinzukomme, die in grösseren Entfernungen gegen 
jene verschwinde. Derselbe hat den Theii der Weberschen Kraft zwischen zwei 

elektrischen Massenpunkten, welcher mit dem Factor — behaftet ist, gesetzt 
gleich 

^^ dr dt* 

Dieser Aasdrnck wird gleich der Webersc\Len Kraft, wenn man setzt: 

C 

Herr C. Neumann nimmt an, dass in Wahrheit dieser Werth nur fQr grössere 
Entfernungen genau gelte, für sehr kleine aber davon in einer nicht näher 
definirten Weise abweiche. 

Eine solche Aenderung im Werthe von V würde an der ganzen, von 
mir im vorigen Paragraphen gegebenen Deduclion gar nichts andern, weil dort 

alle relativ zu einander bewegten elektrischen Theilchen, für welche ^^p- 

nicht gleich Null ist, in beliebig grossen Entfernungen von einander liegen 
können. 

§. 13. 

Folgerungen für die elektrischen Ströme. 

Im vorigen Paragraphen wurde vorausgesetzt, dass nur eine Art von 
Elektricitflt in Bewegung sei; es wären die dort gezogenen Schlüsse, wie 
schon bemerkt, direct anwendbar auf elektrische Ströme in Leitern, wenn bei 
diesen, wie es Herr C. Neumann in seiner letzten Arbeit angenommen hat, 
sich nur eine Elektricität bewegte, oder wenigstens eine mit grösserer Menge 
oder Geschwindigkeit als die andere. Wäre dies der Fall, so würde ein 
elektrischer Strom innerhalb einer mit hinreichender Menge festliegender gleich- 
artiger Elektricität bekleideten Kugelhülle ein Arbeitsäquivalent haben, welches 
kleiner als in der Ruhe wäre, mit allen unzulässigen Consequenzen eines 
solchen. 

Wenn dagegen angenommen wird, dass bei jeder elektrischen Strö- 
mung in einem Leiter gleiche Quanta Elektricität sich mit gleichen und ent*- 
gogongeselzten Geschwindigkeiten bewegen, so werden die Schlüsse des vo- 
rigen Paragraphen unanwendbar, weil die träge Masse beider elektrischen 
Flnida durch äussere ruhende Elektricität in entgegengesetzter Weise vor- 
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Sndert werden würde. In diesem Falle bleibt nur das elektrodynamische 
Potential, welches oben mit Q bezeichnet ist, fibrig, um die Arbeit der Strö*** 
mung negativ zu machen; und dies sind gerade die Fälle, welche ich in 
meiner früheren Arbeit als möglich nachgewiesen habe. Für die Bewegung 
der Elektricität sind dabei Differentialgleichungen benutzt, die mit den von 
Herrn: Kirchhoff aus der Weberschen Hypothese hergeleiteten zusammenfallen. 
Meinen Nachweis, dass diese Differentialgleichungen labiles Gleichgewicht 
der Elektricität in Leitern ergeben, glaubt Herr C. Neumann durch folgende 
Erklärung zu beseitigen: 

„Diese Differentialgleichungen aber beruhen nur theilweise auf jenem 
Grundgesetze, zum andern Theil aber auf mancherlei andern sehr hypothetischen 
(und bisher nicht einmal bestimmt formulirten) Voraussetzungen, so dass also 
jenes Grundgesetz durch ein gegen diese Differentialgleichungen geäussertes 
Bedenken nicht im Mindesten tangirt werden kann.^^ Uebrigens hat, wie oben 
bemerkt, Herr C Nevmann es nicht auf sich genommen, richtigere Differential- 
gleichungen an Stelle der von ihm angezweifelten zu setzen. 

Ich erlaube mir deshalb hier zunächst die aus Herrn Kirchhoffs Arbeit *) 
leicht heraus zu lesenden Voraussetzungen hier zusammen zu stellen. 

1) Derselbe benutzt den von Herrn W. Weber selbst gegebenen Werlh 
für die elektrodynamisch inducirten elektromotorischen Kräfte, welchen dieser 
unter der Voraussetzung abgeleitet hat, dass in jedem elektrischen Strome 
gleich grosse Quanta positiver und negatiter Elektricität mit gleichen Ge^ 
schwindigkeiten in entgegengesetzten Richtungen ßiessen. Aus dieser Voraus- 
setzung können die von Herrn Kirchhoff gebrauchten Ausdrücke in der Form, 
wie er sie braucht, nach bekannten Methoden, ohne Schwierigkeit hergeleitet 
werden. Diese Annahme fällt übrigens mit der andern zusammen, dass an 
jeder Stelle eines Leiters die absolute Menge beider elektrischer Fluida zu- 
sammen genommen stets constant ist. Dieselbe Annahme bedingt auch weiter, 
dass alle Anziehungskräfte, welche gleichzeitig auf die positive und negative 
Elektricität des Leiters ausgeübt werden, diesen selbst zu bewegen streben 
müssen, da die beiden Elektricitäten nicht gleichzeitig ihren Ort verlassen 
können **). 

*) Poggendorffs Annalen Bd. 102 S. 529-533. 

**) Bei diesem Punkte erlaube ich mir auf einen Fehler aufmerksam zu machen^ 

den Herr C Neumann auf S. 409 des angeführten Aufsatzes in seinen Kechnungen 

begangen hat. Er behauptet daselbst unter (30.) , dass er durch seine Gleichungen 

(29.) ^den wichtigen Satz, dass die auf irgend eine ponderable Masse ausgeübte be- 
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2) Es wird vorausgesetzt, dass die elektrischen Fluide in dem Leiter 
continuirlich verbreitet sind, und ihre Geschwindigkeiten continuirliche Functionen 
der Coordinaten sind. Diese Voraussetzung liegt der Ausführbarkeit der über 
den Raum erstreckten Integrationen zu Grunde. 

3) Es werden die Grundhypothesen des Ohms^hen Gesetzes gemacht, dass 
nfimlich in jedem Augenblick die elektrische Strömung so hoch steige, bis die 
durch den Leilungswiderstand erzeugte Gegenkraft der treibenden elektromo- 
torischen Kraft gleich sei. Es liegt hierin die Annahme, dass die elektrischen 
Fluida keine träge Masse haben. Diese sub 3) hingestellte Annahme hat Herr 
C Neumann in seiner letzten Arbeit in gleicher Weise gemacht. 

Andere Hypothesen kann ich aus Herrn Kirchhofs Behandlung des 
Problems nicht herausfinden. Die von Herrn Bertrand erhobenen und im 
folgenden Paragraphen besprochenen Bedenken existiren nicht für Jemanden, 
der vom VTeöerschen Gesetze ausgeht, da durch dieses der Sinn der resulti- 
renden Kraft bestimmt gegeben ist. 



wegende Kraft identisch ist mit der Resultante sämmtlicher distanti eilen Kräfte, welche 
einwirken theils auf die ponderable Masse selber, theils auf die augenblicklich in ihr 
enthaltene elektrische Materie" bewiesen habe, und fügt hinzu: ^Man betrachtet 
diesen Satz gewöhnlich als selbstverständlich. Dass das indessen nicht der Fall sei, 
zeigt die hier für den Satz gegebene Deduction. Denn aus dieser Deduction geht 
hervor, dass die Richtigkeit des Satzes weseutlich geknüpft ist an die Voraussetzung, 
die elektrische Masse besitze keine oder nur eine verschwindend geringe Trägheit" 
Ich erstaunte nicht wenig, als ich diesen Satz las, denn in den Hypothesen, von 
denen Herr C. Neumann ausging, und auf welche seine „Deduction" gegründet ist, 
war über die mechanischen Beziehungen zwischen der sich bewegenden, hier nur po- 
sitiven Elektricität und der Materie äes Leiters nichts weiter angenommen, als dass 
die Elektricität der Reibung des Leitungswiderstandes und den voltaischen elektro- 
motorischen Kräften (Schiebungskräften) unterworfen sei. Dass nun durch blosse 
Rechnung eine neue mechanische Beziehung zwischen beiden, zu welcher in den 
Prämissen kein Grund gelegt war, erzeugt werden sollte, machte mich neugierig, das 
Verfahren kennen zu lernen, welches so etwas leisten konnte. Der Fehler ist ein- 

fach folgender: In Gleichung (25.) kommt ein Summandus vorp-rr, worin p die träge 

Masse der positiven Elektricität, ^ deren x-Coordinate bezeichnet Herr Neumann 
setzt der von ihm erwähnten Annahme gemäss, die er erst einftihrt, nachdem die ge- 
nannte Gleichung gebildet ist, p = und lässt den genannten Summandus ausfallen. 

In Gleichung (24.) aber ist p -tt einer endlichen Kraft gleich gesetzt, und wenn also 
p=0, so wird die Beschleunigung --— unendlich gross, aber das Product beider veird 
darum noch nicht NuII^ kann also aus Gleichung (25.) auch nicht weggelassen werden. 
^Vielmehr musste erwiesen werden, dass die Summe der Kräfte, welcher p-^-; gleich ge- 
setzt ist, gleich Null sei, und dieser Beweis wird sich, so viel ich sehe, nur führen 
lassen, ^enn der angeblich deducirte Satz (30.) als Voraussetzung angenommen wird. 
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Was die unter 3) gemachte Anuahme betriflft, dass die elektrischen 
Flnida im Leiter sich ohne träge Masse bewegten, so habe ich diese in dem 
betreffenden §. 5 meines früheren Aufsatzes sogar noch fallen lassen, und vielmehr 
die allgemeineren von Herrn Lorberg aufgestellten Differentialgleichungen benutzt, 
welche eine solche träge Masse annehmen. Dieselbe könnte den elektrischen 
Fluidis, als solchen, direct angehören, oder auch irgend einer Art der Be- 
wegung der ponderablen Masse des Leiters zukommen, welche aber immer der 
Stromstärke genau proportional bleiben musste, und nicht, wie die Wärme- 
bewegung mit der Temperatur unabhängig von der augenblicklichen Strom- 
stärke gross oder klein werden dürfte. 

Diese von Herrn Lorberg benutzte Hypothese einer trägen Masse der 
bewegten Elektricität (oder auch träger Masse, welche von der Elektricität 
mitbewegt wird) beseitigt nun allerdings, wie meine frühere Abhandlung zeigt, 
das labile Gleichgewicht in Körpern von kleinen Dimensionen, aber lässt es 
bestehen in Körpern von grossen Dimensionen *). Und schon dieser Um- 
stand genügt, um zu zeigen, dass auch bei den Strömungen unter Vor- 
aussetzung der Kirchhoff'schen Annahmen das labile Gleichgewicht gar nicht 
eon den Einwirkungen abhängt, die in molecularen Abständen erfolgen, sondern 
im Gegentheil von den Femwiirkungen der Weberschen Kräfte. 

Unser oben aufgestelltes Gesetz (3^.), welches dem für die Erhaltung 
der Energie analog ist, lässt auch erkennen, dass abgeänderte Annahmen über 
die molecularen Vorgänge und molecularen Kräfte im elektrischen Strome dem 
Fehler nicht abhelfen können. 

Sind überall nur gleiche Mengen positiver und negativer Elektricität 
in Bewegung, so hebt sich, wie schon bemerkt, das zur Masse hinzugefügte 
Glied fort, und negative Werthe der Arbeit können dann nur durch die Po- 
tentialgrössen +P-'Q hervorgebracht werden, die auf der rechten Seite der 
Gleichung (2".) stehen. Dass übrigens diese negativ werden können, zeigen 
meine früheren Untersuchungen in §. 5, da ja die Berechnung dieser Grössen 
unabhängig ist von der Art, wie die Bewegung in dem Leiter weiter verläuft. 
Erst diese letztere wird durch die angezweifelten Differentialgleichungen be- 
stimmt. Da P seiner Natur nach nothwendig immer positiv ist, so kommt es 
hauptsächlich auf das Vorzeichen und den Werth von Q an. Setzen wir nun 

L = :s:{mq'), 



*) Dieses Journal Bd. LXXII., S. 95. Erläuterung zu Gleichung (8^). 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 8 
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WO die Summe über alle trägen, ponderablen oder imponderablen Massen aus- 
zudehnen ist, so ist 

L+P^Q+V = a 
die gesammte Summe der nach Webers Annahmen durch die Elektricitat be- 
dingten Arbeit. Setzen wir hier voraus, dass V nur die Potentialfunction von 
Molecularkräflen irgend welcher Art sei, also auch die Ergänzungen umfasse, 
welche etwa noch an der Weberschen Kraft anzubringen sind, die aber jen- 
seits einer kleinen Distanz gänzlich verschwinden sollen, und vergrftssern wir 
die sichtbaren Dimensionen des betreffenden Körpersystems auf das n fache, so 
aber, dass die Molecularstructur, die molecularen Vorgänge und die Geschwin- 
digkeiten dieser, wie der elektrischen Strömungen unverändert bleiben (die 
Zahl der Molekeln also auf das n^ fache wächst): so werden L und K wachsen 
im Verhältnisse 1 : »% aber P und Q werden wachsen im Verhältnisse 1 : fl^ 
Bei genügender VergrOsserung der Dimensionen werden also schliesslich diese 
letzteren Grössen immer den Ausschlag gehen, und wenn P—Q negativ ist, 
wird also dann die gesammte Arbeit negativ werden, und wird, wenn ihr 
durch Reibung mit Wärmeentwickelung noch weitere Verluste tngefügl werden, 
immer grössere negative Werthe erreichen müssen. 

Gehen wir also von einem Zustande einer leitenden Kugel aus, wo im 
ersten Moment der Bewegung die mittlere Dichtigkeit der Elektricitat überall 
gleich Null ist, dagegen centrifugale Strömungen gleichmässig in allen Radien 
bestehen, alle in gleicher Richtung, übrigens mit beliebiger Vertheilung der 
Intensität in einzelnen concentrischen Kugelschichten, so wird P = 0^ Q po- 
sitiv sein; und welche lebendige Kraft und Arbeit für die molecularen Pro- 
cesse verwendet sein mag, es wird immer nur auf hinreichende Grösse der 
Dimensionen der leitenden Kugel ankommen, damit die Arbeit negativ werde, 
und die elektrische Bewegung nicht ohne neuen Zuschuss von Arbeitskraft 
von aussen her zur Ruhe gebracht werden kanni 

Schliesslich erlaube ich mir die gegenwärtige Lage dieser Discussion 
folgendermassen zusammen zu fassen, so weit sie das Webersche Gesetz 
betreffen : 

1) Die elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen sind 
keineswegs in der Art von den übrigen Vorgängen in der unorganischen 
Natur unterschieden, dass es nothwendig wäre für ihre Erklärung eine andere 
Art von Grundkräften, nämlich solche, die nicht blos von der Lage der wir- 
kenden Massen, sondern auch von deren Bewegung abhängen, anzunehmen. 
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Dies geht aus der Theorie von Maxwell hervor, welche die genannten Er- 
scheinungen nicht auf Fernkräfle, sondern auf eine continuirlich im Aether sich 
fortpflanzende Bewegung zurückführt. Die dabei angenommene Wirkungsweise 
zwischen zwei aneinander stossenden Yolumeiementen des Aethers ist zwar 
eine andere, als die uns von den fest-elastischen Körpern her bekannte, aber sie 
Ifisst sich durch einfache mechanische Vorrichtungen nachahmen, ist also eine 
solche, wie sie durch die uns wohlbekannten mechanischen Kräfte hervorge- 
bracht werden könnte. 

2) Die Rückführung dieser Erscheinungen auf Fernkräfle, dte von der 
Bewegungsweise der wirkenden Theilchen abhangen sollen, wie dies in der 
Weberschen Hypothese geschehen ist, ergiebt die Möglichkeit von Bewegungen, 
bei denen das Arbeitsäquivalent des Massensystems kleiner wird, als in der 
Ruhe, und desto kleiner, je schneller die Bewegung. Daran knüpfen sich 
physikalisch unzulässige Folgerungen, nämlich die Möglichkeit ein Perpetuum 
mobile herzustellen und labiles Gleichgewicht der Elektricität in ihren Leitern. 

3) Diese unzulässigen Folgerungen werden durch die von den Herren 
W. Weber und C. Neumann gemachten Annahmen einer trägen Masse der 
elektrischen Fluide und von molecularen Zusatzkräften höchstens für Leiter 
von geringen Dimensionen beseitigt, und können überhaupt durch Hypothesen^ 
welche die molecularen Vorgänge und Kräfte betreffen, immer nur für solche 
beseitigt werden; sie bleiben bestehen für Leiter von hinreichender Grösse 
nnd elektrische Quanta von hinreichender Grösse. 

4) So lange keine Hilfshypothesen gefunden sind, welche das labile 
Gleichgewicht und die Möglichkeit in das Unendliche steigender Bewegung 
vollständig beseitigen, scheint mir, dass überhaupt jede Erklärung aus der 
Weberschen Hypothese, auch wo eine solche scheinbar gelingt, ungenügend 
begründet ist. Was hilft es zu berechnen, dass constante Ströme solche und 
solche Anziehungskräfte und bei ihrer gegenseitigen Näherung solche und 
solche inducirenden Kräfte auf einander ausüben können, wenn nach dem zu 
Grunde gelegten Gesetze constante Ströme und Ruhe der Elektricität in einem 
Leiter gar nicht bestehen können. 

Um das Verhältniss anschaulicher zu machen, erlaube ich mir einen 
Vergleich. Wenn Jemand eine physikalische Erklärung gründen wollte auf 
Strömungen, die in Wasser vorgingen, welches in einem unten geschlossenen 
Gefässe mit horizontaler Grenzfläche, also in labilem Gleichgewichte, über 
Luft geschichtet ist, so würde eine solche Erklärung eben wegen des labilea 

8» 
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Gleichgewichls einer so suspendirten Wassermasse offenbar sofort verworfen 
werden, obgleich in engen Röhren und Spalten, wo die molecularen Capiilar- 
krftfte wirken, wirklich stabiles Gleichgewicht bestehen, und eine solche Er- 
klärung zulässig erscheinen könnte. Wenn es aber in der Natur der Sache 
läge, dass dieselbe Erklärung auch auf Gefässe von vielen Quadratfussen 
Querschnitt anwendbar sein mflsste, wo das Gleichgewicht jedenfalls labil ist, 
so würde dieselbe eben darum auch für die engen Gefässe als unzureichend 
verworfen werden müssen. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit dem Weberschen Gesetz. Die An- 
nahme von träger Masse der Elektricität oder von Molecularkräften könnte 
das Gleichgewicht in kleinen Leitern vielleicht stabil machen; in Leitern von 
grossen Dimensionen aber würde es labil bleiben, und wir können das ge- 
nannte Gesetz deshalb weder für die letzteren, noch für die ersteren als den 
richtigen Ausdruck der letzten Ursache anerkennen. 

Was die frühere Hypothese von Herrn C Neumann betrifft, wonach 
das Potential der elektrischen Massen Zeit zu seiner Verbreitung brauchen 
soll, so stimmt sie nur für geringe Geschwindigkeiten der Elektricitäten mit 
dem Weberschen Gesetze überein. Die von mir gezogenen Folgerungen auf 
das Zustandekommen unendlicher Geschwindigkeiten nach letzterem Gesetze 
sind also auf jene C. Neumannsche Hypothese nicht ohne weitere Untersuchung 
anwendbar. Wohl aber bleibt unverändert auch für diese Hypothese bestehen, 
dass nach ihr Bewegungen vorkommen können, bei denen das Arbeitsäquivalent 
geringer ist, als im Ruhezustande, .wodurch eben labiles Gleichgewicht und 
endlose Bewegung bedingt sind, wenn auch vielleicht nicht nothwendig in das 
Unendliche steigende Bewegung. 

Ich will hier übrigens hinzufügen, dass die zweite Abtheiluug der 
jüngst veröffentlichten „Elektrodynamischen Untersuchungen^^ von Herrn C. 
Neumann *), welche sich speciell mit dem von mir aufgestellten allgemeineren 
Ausdruck des elektrodynamischen Potentials beschäftigt, die Consequenzen 
meiner Hypothese nicht blos für ruhende Leiter, auf welche ich mich be- 
schränkt hatte, um die von mir discutirten Fragen des elektrodynamischen 
Grundgesetzes nicht unnöthig zu compliciren, sondern auch für bewegte Leiter 
behandelt, und namentlich den allgemeinen Beweis des Gesetzes von der Er- 



*) Berichte der Königl. Sächsischen Ges. d. Wissenschaften. 20. Oetober 1871. 
S. 450—478. 
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halloDg der Kraft aas meinen Hypothesen auch für diesen allgemeinsten Fall 
durchgeführt hat. Ich würde dabei höchstens gegen die Einführung der 
.^Schiebungskräfte^^ (elektromotorische Contactkrftfle im Fo/toischen Sinne) 
Einwendungen zu machen haben, deren Erörterung übrigens einem anderen 
Orte vorbehalten bleiben mag, da sie überwiegend physikalische Dinge zu be- 
sprechen hat. 

Nur in Betreff der Kritik, in welcher sich Herr C. Neumann dabei 
gegen meine vor 25 Jahren erschienene Schrift von der Erhaltung der Kraft 
ergeht, will ich mir zu bemerken erlauben, dass ich selbst schon längst in 
allen wesentlichen Punkten diese Kritik ausgeübt hatte. Die Darstellung in 
der „Erhaltung der Kraft^^ leidet, wie ich ausdrücklich auf S. 69 schon in dem 
Büchlein selbst hervorgehoben habe, an dem Mangel, dass man damals den 
Verlauf der durch plötzliche Stromesschwankungen inducirten Ströme noch 
nicht kannte, und also die davon herrührende Wärmeentwicklung nicht be- 
rechnen konnte. Dann bin ich selbst es zuerst gewesen, welcher im Jahre 
1851 *) diese Lücke durch neue Versuchsreihen ausgefällt hat, indem ich 
zeigte, dass der Verlauf auch dieser Ströme durch F. Neumanns des Vaters, und 
Ohms Gesetz bestimmt wird. Welche Aenderungen dem entsprechend in der An- 
wendung des Gesetzes von der Constanz der Energie auf die inducirten Ströme 
zu machen sind, habe ich 1854 in einer Antwort gegen Herrn Clausius**) 
kurz, aber in den wesentlichen Punkten vollständig angegeben. Dort wird 
vorangestellt der Satz, dass ein galvanischer Strom von der Intensität / durch 
sein Bestehen ein Arbeitsäquivalent von der Form ^pP repräsentire, und habe 
weiter hinzugefügt : „Für einen einzelnen Stromkreis ist mir noch nicht gelungen 
zu beweisen^^ (nämlich vom Gesetze der Energie her ausgehend), „dass die mit 
p bezeichnete Constante gleich dem doppelten Potentiale^^ (des Stromes auf 
sich selbst) „sein müsse, so wahrscheinlich dies auch nach der Analogie der 
übrigen Fälle sein mag.^^ In der That kommt hierbei die Frage nach der 
Trägheit der Elektricität in Betracht, die durch blos theoretische Schlüsse 
ohne Thatsachen nicht zu entscheiden ist. 

Die Anwendung des Gesetzes von der Erhaltung der Energie auf die 
elektrischen Ströme modificirte sich in der That nur dadurch, dass zu den 
übrigen schon sonst bekannt gewesenen Arbeitsäquivalenten auch noch jenes 
^pP für die bestehenden elektrischen Ströme hinzugenommen werden musste» 

*) Poggendorff» Annalen, Bd. LXXXIIL, S. 505—540. 
**) Ebenda Bd. XCI., S. 258—260. 
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Wenn aber Herr C. Neumann, der doch die Streitschriften von Chusius 
gegen mich citirt, meine Antwort darauf nicht gekannt haben sollte, so hätte 
er billiger Weise nicht übersehen sollen, dass diese selbe Bedeutung des Po- 
tentials der elektrischen Ströme, deren fehlende Kenntniss den wesentlichen 
Mangel des betreffenden Kapitels meiner Schrift von der Erhaltung der Kraft 
bildet, von mir in meiner letzten Arbeit im 72. Bande dieses Journals geradezu 
zum Fundament der ganzen Betrachtung gemacht ist, aus welcher die auch 
von ihm in seiner letzten Arbeit benutzten Hypothesen hergeleitet sind. 

Der Streit darüber, ob die Existenz der elektrodynamischen Induction 
aus dem Gesetz von der Erhaltung der Kraft „deducirl^^ werden könne, hat 
für mich nur den Werth eines Wortstreits. Meine Aufgabe in der Erhaltung 
der Kraft war, die sämmtlichen damals bekannten Thatsachen durchzugehen 
und zu prüfen, ob sie mit dem betreffenden allgemeinen Gesetze in Ueberein- 
stimmung waren, ob sich vielleicht im Gegentheil irgendwo Lücken oder 
Widersprüche zeigten. Als Form der Darstellung ist es bei solcher Aufgabe 
oft anschaulicher, die Richtigkeit des allgemeinen Gesetzes vorauszusetzen, die 
Folgen zu deduciren, nicht aber um sie durch eine solche Deduction als be- 
wiesen zu betrachten, sondern um sie mit den Thatsachen zu vergleichen, und 
dadurch die Zulässigkeit des allgemeinen Gesetzes zu prüfen, was den Aus- 
gangspunkt bildete. Will man alle bei der elektrodynamischen Induction in 
Betracht kommenden Thatsachen bis auf eine als bekannt voraussetzen, so 
wird man diese eine immer noch aus dem Gesetz von der Constanz der 
Energie „deduciren^^ können, so z. B. den Werth der Induclionsconstante. 
Aber als Beweismittel von thatsächlichen Wahrheiten kenne ich nur den Weg 
der Induction. 

§. 14. 
Die Einwürfe von Herrn /. Bertrand. 

Herr J. Bertrand hat aus meinem Aufsatze über die Bewegnngsglei- 
chungen der Elektricitftt einige Punkte hervorgehoben, welche ihm bedenklich 
erscheinen *). Ich erlaube mir dieselben hier zu beantworten, namentlich auch 
deshalb, da sie- in der That Funkte der Theorie betreffen, die wenigstens noch 
nicht explicite auseinander gesetzt sind. 

Zunächst findet Herr Bertrand Schwierigkeiten in der Anwendung des 



*) Gomptes RenduB de rAcadömie des Sciences. T. LXXQL, p. 965. 
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Potentialbegriffs auf zwei Stromelemente äberhaupt. Er geht dabei von der 
Hypothese von Ampäre aus, dass die Kraft zwischen zwei Stromelementen 
eine anziehende oder abstossende in der Richtung ihrer Verbindungslinie sei. 
Dreht man eines der Elemente um die Richtung dieser Kraft als Axe, so 
würde dadurch keine Arbeit geleistet werden; dennoch änderte sich der Werth 
des Potentials, dessen Ausdruck nach Neumann ^ oder in der allgemeineren 
yon mir gegebenen Form ja auch die Winkel zwischen den Elementen ds 
und ds' enthält. 

Hiergegen ist nun zu erwiedern, dass die Existenz eines Potentials 
zweier Stromelemente nicht blos die Existenz einer anziehenden oder ab- 
stossendeu Kraft zwischen ihnen bedingt, sondern auch an jedem der Elemente 
die Existenz eines Kräftepaares, welches das betreffende Element in eine be- 
stimmte Richtung zu stellen strebt. Diese Richtung ist, wenn wir Herrn F. 
E. Neumanns Form des Potentials zu Grunde legen, der Richtung des andern 
Elementes parallel, nach Herrn W. Webers Form dagegen fällt sie in die 
Richtung der Verbindungslinie r. 

Denkt man sich jedes dieser Kräflepaare dargestellt durch zwei Kräfte, 
die an den Endpunkten von ds oder ds' angreifen, so werden diese Kräfte 

allerdings von der Ordnung der Grössen -^ und -rj sein müssen im Ver- 
gleich mit der anziehenden oder abstossenden Kraft b^eider Elemente, und die 
Arbeit, welche geleistet werden muss, um eines der Elemente ds aus der Lage 
seines stabilen Gleichgewichts um einen rechten Winkel zu drehen, während 
das andere Element ds fest liegen bleibt, wird ebenso gross sein müssen, als 
wenn man ds bei unveränderter Richtung in unendliche Entfernung brächte. 
Darin liegt aber durchaus kein Widerspruch und keine Unmöglichkeit, wie 
Herr Bertrand sie zu finden glaubt. Denn das ist alles genau ebenso, wenn 
man statt der beiden Stromelemente ds und ds' zwei magnetische Linien- 
elemente nimmt, deren Potential von der Form ist 



mm 



, , , cos [ds, ds'] — 3 cos [r, ds] cos [r, ds'] 



Für zwei solche magnetischen Elemente ist die Form des Potentials offenbar 
berechtigt, und auch hier müssen wir dieselbe Arbeit leisten, um einerseits 
eines der Elemente aus irgend einer gegebenen Lage in unendliche Entfernung 
zu bringen, oder andererseits es so zu drehen, dass das Potential gleich Null 
wird. Auch in diesem Falle sind die Kräfte des Kräftepaares, welches wirk- 
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lieh an den Enden eines solchen Linienelementes angreift, von der Ordnung 
-T-^ im Vergleich mit denen, die das Element parallel mit sich selbst zu ver- 
schieben streben. 

Die Annahme eines Potentials der Stromelemente ist also nicht, wie 
Herr Bertrand meint, im Widerspruch mit sich selbst, sondern nur im Wider- 
spruch mit der Hypothese von Ampere^ welche ausschliesslich eine anziehende 
oder abstossende Kraft für jedes lineare Stromelement annimmt. Den That- 
sachen gegenäber, welche an geschlossenen Stromkreisen beobachtet werden 
können, ergeben beide Hypothesen gleiche Resultate und sind deshalb gleich 
berechtigt, wie Herr Bertrand anerkennt. 

Der zweite Einwand bezieht sich auf die Art und Weise, wie zuerst 
Herr Kirchhof und dann ich selbst das mittels einer Potentialformel ausge- 
drückte Inductionsgesetz angewendet haben, um die Componenten der strom- 
erregenden Kraft nach den Richtungen der Coordinatenaxen zu finden. Wenn 
Pids die Potentialfunction auf ein lineares Stromelement ds mit der Stromintensität 

f ist, so ist nach Herrn F. E. Neumanns Inductionsgesetz die elektromotorische 

dP 
Kraft der Induction -^- Aber, fragt Herr Bertrand, welches ist die Rich- 
tung dieser Kraft? Diese Richtung ist nun in dem speciellen Falle, auf den 
Neumann seine Ausdrücke zuerst angewendet hat, nämlich für lineare 
Stromelemente, jedenfalls gegeben; es ist die Richtung dieses Elements. Ich 
glaube, ich bezeichne den Sinn von Herrn Bertrands Zweifel richtig so: Längs 
des Elements ds wirkt nur eine Componente der Inductionskraft, deren Grösse 
das Neumannsche Gesetz giebt. Diese ändert sich mit der Richtung von ds. 
Giebt es in dem Sinne eine bestimmte Richtung und Grösse der Inductions- 
kraft, dass die Componente längs ds nqch dem gewöhnlichen Verfahren der 
Zerlegung der Kräfte gefunden werden kann? Das von Herrn Kirchhoff' und 
mir eingeschlagene Verfahren für nicht lineare Leiter setzt allerdings voraus, 
dass die Zusammensetzung der Inductionskräfle in derselben Weise geschehen 
dürfe, wie bei allen anderen Kräften^ nämlich nach dem Gesetze des Kräfte- 
parallelogramms. Dies ist nicht unmittelbar klar, wenn man die gesammte 
Potentialfunction aller vorhandenen Stromelemente auf ein einzelnes Element 
ds schon durch Integration vollständig gebildet hat. Herr Bertrand hat Recht, 
dass er dafür einen Beweiis verlangt. Dieser Beweis ist aber so leicht mittels 
der in den Abhandlungen von F. E. Neumann und W. Weber oft gebrauchten 
Umformungen zu führen, dass darin für Herrn Kirchhoff und mich die Ent- 
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schuldigung gefunden werden wird, wenn wir ihn dem mit jenen Abhand- 
lungen vertrauten Leser sich selbst zu ergänzen überlassen haben. 

Herrn F. E. Neumanns Potential ist eine Summe von Gliedern von 
der Form 

. .f , j , cos Ids, ds'l 

^ r 

Wenn wir nun die Winkel, welche die Richtung des Elements ds mit den 
positiven Coordinatenaxen macht, mit a^ ß, y, die entsprechenden für das 
Element ds* mit a\ /?' und / bezeichnen, so wird 

•jjr(*'co8«' . »'cos/? ^, t'cosy' ( 

p r= tdsds \ cosaH ^cospH ^-cosyj, 

und wenn man das Integral über sämmtliche Elemente ds nimmt, so erhält 
man einen Ausdruck von der Form ' 

/prf*'==«P== t.rfÄ|ylcosa + J?cos/:?+Ccosy], 

wo Ay By C unabhängig von »^ a^ ß und y sind, d. h. unabhängig von der 
Richtung des Elements ds und von seiner Stromstärke. Die elektromotorische 
Inductionskrafl, welche durch irgend eine Aenderung in der Lage, Richtung 
oder Stromstärke der Elemente ds im Elemente ds erzeugt wird, ist nach 
F. E. Neumann 

fa\ dP dA , ^ dB , o X dC . 

(8-) ^'~jr = €-^-cfe-cosa+*-^7-*ö**cos/5 + €-^-rf««cosy. 

Setzen wir 



«• = (#y+(^)'+(^)- 



und betrachten wir R als eine Kraft, welche mit den positiven Coordinaten- 
axen Winkel macht, deren Cosinus sind: 

1 dA 1 dB i dC 
R^ dt ' R' dt ^ r' dt "" 

SO ist die Inductionskraft^ die im Elemente ds zur Wirkung kommt, nach Glei- 
chung (8.) gleich der Componente, welche die Kraft sRds in Richtung des 
Elements ds hervorbringt. 

Die Webersche Form des Potentials zweier Stromelemente giebt ähn- 
liche Resultate: Hier wird 

. .r j j f cos Fr, dsl cos Fr, ds'] 
pi = %%dsds ' =^- 

Journal fOr Mathematik Bd. LXXV. Heft 1. 9 
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Da non 



cos[r,ds] = cosa4--^ — ^•coS|'3+- cosy 



ist, so kommt aach hier wieder das Integral unter die Form 

Pi = lif ■^iCOsa-fBiCOS|:?-f C.cosy;, 

wo Ai^ Bi ond C. von i, a^ ß, y unabhängig sind. 

Endlich fQhrt die von mir angegebene allgemeinere Form des Potentials 
p, = f JdMd^ + ^)cos[A.d>q-f-Ci-*)cos[r,d>]eoB[r,dig 

auf die entsprechende Form 

und die Inductionskraft wird 

*--^ = i"^'d$cosa+€'-^'d$cosß'rt''^'dscos)', 

wo 

A, = (l+*)^-f (l-*)^i, 

B, = it+k]B+ii^k]B,, 

Die resullirende Kraft und deren Richtung ist gerade wie im ersten Falle zu 
bestimmen. 

Die elektromotorischen Krifle, welche durch die von Herrn Khrchhoff und 
mir angewendeten Potentialausdrücke gesetzt sind, haben also ebenso gut eine 
bestimmte Richtung und Grösse, wie die elektrostatischen Anziehungskräfte ftlr 
strömende Elektricität, oder die die Wärme forttreibenden Temperaturunter- 
schiede in den Problemen über Wärmeleitung, und sind also genau in gleicher 
Weise in Rechnung zu bringen und von uns beiden in Rechnung gebracht 
worden^ wie es in den genannten beiden anderen Fällen geschehen muss, 
d. h. es ist in jedem Punkte des Leiters und für jedes durch ihn gezogene 
Linionolement die in dieses Linienelement fallende Componente der (durch 
den Widerstand des Leiters gehemmten) Strömung proportional gesetzt worden 
der in dasselbe Linienelement fallenden Componente der treibenden (elektro- 
alaliäiohen und inducirton) Kraft. 

Berlin, tm Mai 1873. 
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Evaluation du rapport anharmonique de quatre 
droites passant par un point et touchant deux 

coniques. 

(Par M. Ed. Weyr k Prague.) 



.oLyant d'entrer dans la recherche da rapport propose, nous croyons 
utile de faire quelques remarques preliminaires relatives ä certaines notions 
de geometrie et propres ä faciliter la Solution du probleme. 

1. On sait que, lorsqu'un angle de grandeur invariable tourne dans 
son plan autour du sommet suppose fixe^ ses cötes rencontrent chaque droite 
en des points formant deux divisions hotnographiques. Dans le cas de la 
droite a Tinfini, les deux divisions homographiques ne dependent plus de la 
Position du sommet de Tangle, mais seulement de sa grandeur. Encore les 
points doubles de ces divisions homographiques sont-ils independants de la 
grandeur de Tangle, c'est-ä-dire que ce sont des points fixes a priori pour 
chaque plan. En egalant cet angle a 90*^, on comprend aisement que les 
divisions homographiques sont en Involution et que les deux points asymptotiques 
du cercle sont les points doubles en question. 

Le rapport anharmonique des points doubles et de deux points correspon- 
dants des deux divisions homographiques est conslant. Soient donc i^ i les 
points circulaires ä Tinfini; requation 



, . .,v a% aV 



(aaii) = -rr : —frr = const. 
^ ' a!% a'x' 

d^terminera une infinite de couples de points a, cl qui sont en möme temps 
les points de rencontre de la droite ä Tinfini et des cötes de tous les angles 
d^une grandeur constante (p. Cherchons ä exprimer cet angle en fonction du 
rapport anharmonique {aa'ii'). Par un point quelconque dans le plan nous 
faisons passer deux droites X el Y normales Tune ä Tautre; en joignant 
aux points circulaires «^ i', nous obtiendrons deux droites imaginaires J, J'; 
seit enfin Z un autre rayon passant par et faisant avec X Tangle (p. — 
Or chaque rayon R du faisceau se delermine ä Taide du parametre 

8in(Xfl) _8in(Xfl)_,^,^P, 
8in(FÄ) " co8(XÄ) ■" ^S^^^h 



i 
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et Ton sait qo'aax rayons X, Z^ J, J' apparliendronl respectivement ces 
parametres : 

ö, ^^f, 1-1. -»~1; 

on aora donc 



:xzjr = 



^^\^0 l_i_tg<|P I_l4_te<jp 



-1-1-0 ' --)-i_tgi]F ]-i-tg*F' 
oo bien 

a.^ 'XZJS\ = cos2y— )'— lsin2y. 

Mais la Separation des points conjogoes i, i ne pooTant s*effectaer geometri- 
quement. il faodra introdnire dans les recherches soiTantes one fonction sy- 
metrique par rapport ä t et i'. On y parfient en evaloant: 

I 



(b.) {XZJ'J) = rxzjj^ ~ cos2<]F-r ) — 1 sin2y. 

Toute fonction symetrique des deox rapports anhannoniques (a«) et (b.) ne 
depend plos qne de Tangle (f , car on poorra exprimer une fonction sy- 
metrique qoelconqne de ces rapports par leor somme « et leor produit p^ 
qn'on trouve: 

i = 2cos2y, /> = !? 

et Vequation 

x'-2cos2<fx-M = 

a pour racimes les deux rapports amkarmomiqmes des points circulaires ä 
fhifiNi et de deux amtres poimts oh la droite a fmfim rencontre les cötes d'un 
angle de la grandenr (f. 

Pour y = i'y on aura ^[x-fl " = 0, on ar = — 1, ce qui montre quo 
les ciMos d'un angle droit determinent a finfini deux points harmoniques con- 
jugues a iy i\ 

Cette reflexion fait voir qne de toute angle (p il resulte deux rapports 
anhannoniques x, et x^* et qne* vice versa, tout rapport anharmonique ne 
donno liou qu\i un seul angle <f (au sens geometrique). En eifet, etant 

donno X|, on aura x> = — . et cos2y = 4(x,+xJ- d'oü Ton lire Tangle y. 

D« la formule *-:3cos2<^ il s^ensuil: 

1 l oos3y = iL2 + Ä,\ ou cosy = i}'2+«. 
Lo ^tijsno du radlcal n'ayant aucuue imporlance pour i'interprelalion geome- 

♦) V. ChiMhs {.Uiniu »up. img. läf). 
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trique, on Irouve enfin: 

(p = arc. cos^}^2 + «. 

Cette formule indique le chemin par oü il faut proceder pour remplacer la 
notion de Tangle de deux droites par une fonction plus generale qui depend 
de la Position individuelle des deux droites et qui ne se change en leur 
angle que pour une supposition toute particuliere. 

Soient, a cet effet, i, i deux points fixes quelconques dans un plan 
(reels ou imaginaires conjugues). La distance de deux droites du plan sera 
definie par Vexpression 

arc. cos i }^2 + «, 

s designani la somme des deux rapports anharmoniques qu^ont entre elles les 
deux droites donnees et les deux autres droites qui en joignent le point de 
rencontre ä i et i\ 

La distance de deux droites se change evidemment en Tangle forme 
par elles, losque les points fixes i, i* sont les points circulaires a Tinfini. En 
general eile sera une fonction variable avec la position des deux droites, 
inais gardant la mSme valeur dans toule transformation lineaire des coor- 
donnees, puisqu^une teile transformation ne peut point alterer les rapports an- 
harmoniques. 

Or il est toujours possible de transformer homographiquement les points 
fixes i, i en les points circulaires ä IMnfini, et d'ailleurs, si X, Z, U sont des 
droites passant par le meme point, il exisle la relation: 

partant on aura aussi: 

Dist.(XZ) + Dist.(ZI7) = DisliXU). 

La definition de la distance de deux droites que nous venons d'etablir 
se trouve parfaitement d'accord avec les idees con9ues par M. Cayley sur la 
vraie nature des relations metriques *). Dans ce qui va suivre nous conti- 
nuerons ä developper ces idees d'une maniere plus geometrique. 



*) Pour prouver cette assertion, soient X, Z deux droites quelconques faisant 
Tangle (jr. Joignons-en par les droites J, J*, le point de rencontre aux points fixes 
t, %\ Toutes les droites passant par Ü se determinent moyennant un param^tre ^gal au 

rapport —^ de leurs distances k deux points fixes. En supposant les param^tres de 
x^ 

J et J' donnes comme racines de i'^quation: 
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2. Le iieu des points circulaircs de tous les plans se nomme cercle 
imaginaire a Tinfini (interseclion d^une sphere quelconqae et du plan ä Tin- 
fini). — £n regardant de plus pres les relations metriques pour un reseau de 
droites et de plans (c. ä d. les droites et les plans passant par le sommet du 
reseau), relations qui ont Iieu pour les angles que fönt entre eux les rayons 
et les plans du reseau, on s'aper9oit de ce que ce sont dans tous les cas des 
relations entre certaines fonctions anharmoniques. En eifet, le sommet du 
reseau etant choisi comme centre d'un cöne C passant par le cercle imagi- 
naire ä Tinfini comme base, Tangle de deux droites sera arc.cos^y^2+«> oü 
8 designe la somme des deux rapports anharmoniques determines dans le plan 
des deux droites par ces droites et les deux aretes, intersection de ce plan 
et du cöne imaginaire C — L'angle de deux plans du reseau se mesure par 
Tangle des deux normales elevees aux plans au sommet, ou bien par 
Tangle des droites conjuguees a ces plans par rapport au cöne C Et 
puisque le rapport anharmonique de quatre elements d'une figure est egal a 
celui des elements correspondants de la figure correlative, il est permis de 



X X 

et en dösignant par — f et — ^ les paramötres de X et Z^ on aura (Voir „Anal. 6eom. 

iT, x^ 

d. Kegelschn. y. Salmon, deutsch v. Fiedler^' 2. Aufl. pag. 407 oü 11 faut corriger une 
&ute d'impression facile ä remarquer): 

1 

Posons pour abr^ger (XZJJ*) = m, QXZJTX) = — ; il vient 



.+4- 



r i + aXZJJ') y i+m i + m _ 1+m ' ' m _^ 2 + s 
LI — (XZJJ') J "" 1 — m* l — m ■" * — ^ j^i. 2-* 



m 



Ce räsultat comparä avec la formule pr^cädente, donne: 

4P» 

2 + s = 



mais comme il subsiste Fidentitö: 

(«n«..-«;.)0' = (aM^;' + 2a,.a;;a;; + a.X')(«u<'+2a,X<+a„<*) -P\ 
on aura 

r^ultat s'accordant parfaitement avec les formules de M. Cayley (Voir Toeuvre citöe, 
pag. 490, la formule commengant par arc. cos puisque Texpression suivante se trouve 
en däfaut). 
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dire qne Tangle de deux plans est arc.cos^y2 + s^ s etant la somme des 
rapports anharmoniques de ces plans et des plans qni touchent le cöne C et 
passent par la droite, intersection des deux plans. — Enfin par Tangle d'une 
drohe et d'an plan qni passent en mdme temps par le sommet du resean, on 
entend le complement de Tangle forme par la droite et la normale au plan, 
ou bien Tangle de la droite et de la polaire reciproque du plan par 
rapport a C. 

Ayant pris ce point de depart, on en parvient facilement aux idees 
enoncees par M. Cayley sur la vraie nature des relations metriques *). Les 
generalisations de rUlustre geometre anglais resultent lout d'un coup de ce 
qui precede en substilnant au cöne C un cöne quelconque (cöne absolu). 

3. Revenons maintenant a Tobjet principal de cette note. Soient 
donnees dans un m6me plan deux sections coniques (ou deux cönes du second 
ordre ayant le möme sommet) dont les equations soient des formes: 

S = x'+y^+ss'' = 0, S' = ax^+by' + cz' = 0, 

X, y, z etant des coordonnees homogenes (des points ou des droites). Par 
un point quelconque x', y\ J menons les tangentes a /S et S; on demande 
les deux rapports anharmoniques que determinent ces deux couples de droites 
et qui sont reciproques Tun de Tautre. Imaginons ä cet effet x^ y, z comme 
etant coordonnees rectangulaires dans Tespace dont les Rapports determinent des 
rayons passanl par Torigine des coordonnees. Dans cette hypothese 5=0 sera 
requalion du cöne decrit par Torigine comme centre sur le cercle imagi- 
naire ä Tinfini comme base, et S' = representera un cöne du second ordre 
dont les plans principaux coincident avec les plans des coordonnees. Le 
Probleme sera resolu, quand on aura evalue les rapports anharmoniques des 
plans tangents de S et S' qui passent par le rayon x', y\ z\ procede qui 
revient, d'apres ce que nous venons de dire, a evaluer Tangle que fönt les 
deux plans tangents de S\ 

On sait que requation de ces plans est 

P = (oa?' + hy^ 4- ca') (ax ' + 6j^" + ca'") - [axx'-^ byy'+ czz'f = ; 

posons donc: 

P = {mx+py + qz){m'x+p'y + q'z\ 

d^ou Ton tire, apres avoir omis les accents de x^ y', z\ les equations: 



*) Yoir: Cajßey „Sixth Memoir upon Quantics/^ Phil. Trans, volume 149. 
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Imm! = a {by^ + ca'), pq^ +p'9 = — 2bcyZy 
pp' = b {cz^ + ax\ qfn!+ qtn = — 2cazx, 
qq* = c (aa:'+ by^\ tnp'+ m'p = — 2abxy, 

L'angle 6 des deax plans P se determine ä Taide de la formule: 

COSÖ = mm'+pp'+qg' 

Posons pour abreger 

partant 

^^ F = JL. 

Ponr exprimer G' en fonction des coordonnees x, y, z, nons calculons tour 
a tour: 

G = m'm"-\-p'p''+q''^^+ipq'+p'qf+iqm'+q'my+(mp'+m'py 

— 2 (pp' qq'+ qq' mm'-\- mm'pp'), 

G = (tntn'+pp'-\- qq'f+ (/'?'+/''9)*+ (?»»'+ 9'"»)'+ («'/''+ «»'/')' 

—^ipp'qq'+ qq' mm'+mm' pp'). 

Subslituant pour ces quantites leurs valeurs respectives contenues dans les 
eq. (1.)» Jl vienl: 

G = F*-4a6c(x'+y'+a')(oa;'+6y'+ca'), 

G = F^-AabcSS'. 
A cause de cette formule, on peut ecrire: 

(2.) cosÖ = -— ^ • 

Designons toujours par s la somme des rapporls anharmoniques cherches; 
nous aurons comme ci-dessus: 

s = 2cos2ö. 
De Teq. (2.) on tirera: 

^+*'°^2ö = ;p-4-^^^, ou cos2Ö = -p3^g^g^- 

Or il est aise de voir que, quand on fait subir aux coordonnees Xy y, z une 
transformation lineaire, la quantite s ne peut dlre assujeltie a aucun change- 
ment de valeur, et que, pour cette raison, texpression designee par F est 
necessairement un cotartant des formes S et S', tandis que abc est un in- 
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eariant de S\ En effet, abc etant le discrimiDant J' de S', et 1 le discri- 
minant J de S^ on peut mettre s sous la forme: 






Donc, pour arriver ä une interpretation geometriqae de F, egalons les deux 
rapports aDharmoniqoes ä ->1; on trouve « = —2, et Feq. (3.) fournira: 

^2F'+8JJ'SS' = 2F'+8JJ'SS', ou bien F= 0. 

Par coDsequent, Teq. JF*=0 represente le Heu des points tels que les quatre 
droites passant par ces points et touchant les deux coniques S et S' sont 
harmoniques. 

Soient donc 5=0 et S' = les equations de deux coniques quel- 
conques (situees dans le mdme plan). D'apres ce que nous venons de dire, 
nous pourrons maintenant former Tequation du second degre qui a pour ra- 
eines les rapports anharmoniques cherches ; cette eq. peut s^ecrire sous la forme 

oü J, J^ designent les discriminants de S, S' et ou F designe le covariant 
des formes S et S' dont nous venons d'expliquer la signification g^ometrique, 
ou bien aussi le coefficient de X dans la fonetion reeiproque de JS+k^^ S 
et 2! etant les mdmes fonctions reciproques de S et de S\ Si Ton pose 
X = const., on aura $ = const., ou 

F'+XSS' = 0. 

Cette equation fait voir qu'en general on trouve une courbe du quatrieme 
ordre 9 si Ton cherche le lieu des points tels que les quatre droites passant 
par ces points et touchant deux coniques donnees S et S'y o,nt leur rapport 
anharmonique constant. Si nous designons comme ci-devant par s la somme 
des deux rapports anharmoniques possibles (dont le prodult egale Tunite), le 
coefficient l s'obtient par cette equation: 

(5.) Ä = 4^^/'|±l. 

^ ^ 2 — 3 

Dans le cas de quatre tangentes harmoniques, on aura «^— I+-3T = — 2 et 

iL = 0, nouvelle verification du resultat enonce sur la nature du covariant 
F. — Enfin si Tun des rapports anharmoniques s'annule, Tautre, et en möme 

24-s 

temps s, deviennent egaux a 00, ^ =—1? et consequemment Tequation: 
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(6.) F^-4JJ'SS' = 

represente la courbe du qualrieme ordre correspondant a cette valeur par- 
ticuliere de l. Mais on sait que«, lorsque le rapport anharmonique de quatre 
droites s'annule, deux d'entre elles colncident; on conclut de la qne Teq. (6.) 
represente le Systeme des qoatre tangentes commnnes anx coniques S el S' — 
resultat connu. 

Finissons par observer que toutes les formules obtenues permetlent 
une semblable Interpretation si Ton prend x, y, z pour coordonnees homo- 
genes d'une droite. 

Prague, 23 decembre 1871. 



lieber die Besselaehen Functionen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der elektrischen Ströme. 

(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 



Unter den Problemen der mathematischen Physik, welche mit Hülfe 
der Bessebchen Functionen gelöst werden können, ist eines der fundam^i- 

talsten die Integralion der Differentialgleichung n-r+-g-T + -3-r = unter Be- 
dingungen, welche die Einführung cylindrischer Polarcoordinaten als zweck- 
mfissig erscheinen lassen. Es treten dabei je nach Umstfinden die Bessebchen 
Functionen mit reellem oder imaginSrem Argument auf, und diese Functionen 
nehmen eine Ähnliche Stellung ein, wie die trigonometrischen und Exponential- 
functionen bei den analogen Problemen in der Ebene. Grossen Vortheil ge- 
währen bei vielen dieser letzteren FsUe die zahlreichen bestimmten Integrale, 
in denen trigonometrische und Exponentialfunctionen vorkommen, deren Werthe 
bekannt sind. Dass verwandte Integralformeln auch für die Beaselschen 
Functionen existiren, habe ich in einer früheren Abhandlung an mehreren 
Beispielen nachgewiesen *). Ich werde in der vorliegenden Abhandlung zu- 
nächst einige andere Integralformeln miltheilen, zwar von speciellerem Cha- 
rakter als die an der erwähnten Stelle entwickelten, die jedoch in directer 
Beziehung stehen zu mehreren Fragen der Physik. 

Es sollen endlich einige Anwendungen der gefundenen Resultate auf 
die Theorie der elektrischen Ströme gemacht werden, welche das von Ria- 
mann bebandelte Problem der iVoM/ischen Farbenringe als speciellen Fall 
enthalten. 

§. 1. 

Betrachten wir zunächst die Be^selsche Function, die nach der ge- 
bräuchlichen Bezeichnung den Index Null hat, welche definirt ist als das 
eine der beiden particularen Integrale der Differentialgleichung: 



*) Dieses Journal, Bd. 69. 
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and zwar als dasjenige, welches für alle endlichen Wertbe von r endlich 
und stetig bleibt. 

Es sind mehrere Ansdrficke fflr diese Fanction bekannt, von denen 
ich die folgenden anführe: 

(2.) •'^'nr) = 1-^+2:^ --, 

(3.) J^''\r) = -^y'''cos(rsina>)rfcü = -Ly^V"°*"rfco. 

Für diese Function gilt das von Herrn Idpschitss gefundene Integral*): 



(4.) y 6-J^'^(/?r)rfr = -=i= 



welches sich leicht durch die Ausdrücke (2.), (3.) verificiren Idsst. Fflr reelle 
Wertbe von a, ß ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen. 

Die Formel (4.) behält aber noch ihre Gültigkeil für complexe Wertbe 
von a, ß, so lange wenigstens unzweifelhaft, als die Convergenz des Integrals 
auf der linken Seite nicht auf dem Wechsel des Vorzeichens der Elemente beruht. 
Diese Voraussetzung ist erfüllt, wenn der reelle Theil von a positiv und 
absolut grösser ist als der imaginäre Theil von ß. Dann aber muss die 
Quadratwurzel, wie leicht zu sehen, in folgender Weise erklärt werden. 
Man setze: 



^a'+ß' = «/1 + 5 



und verstehe unter yl+A- denjenigen Werth der Wurzel, dessen reeller 

Theil positiv ist. Der zweifelhafte Grenzfall, in dem die Quadratwurzel rein 
imaginär ist, bleibt durch die Convergenzbedingung einstweilen ausgeschlossen. 
Nehmen wir nun /9 = 6 reell an und setzen a^e + ia^ so gilt die Formel 
(4.) für jedes positive e , und da das Integral auch für 6 = convergent 
bleibt, so darf nach einem bekannten Satze 6 = gesetzt werden, wenn man 
auf der rechten Seite den Grenzwerth für verschwindend kleine e nimmt. 
Trennt man alsdann den reellen vom imaginären Theil, so erhält man die 
Wertbe von zwei neuen Integralen. 

Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden: Nehmen wir a positiv an, 

*) DioBCS Journal, Bd. 56. 
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und ist zunächst b^ >> a% so nähert sich der imaginäre Theil auf der rechten 
Seite von (4.) mit s der Grenze 0, und der entsprechende Grenzflbergang 
im reellen Theil ergiebt: 

(5.) f\os{ar)r\br)dr = -^^, 

(6.) / sin iar)J^'Hbr)dr = 0. 

Ist ferner a^ >> b^, so nähert sich der reelle Theil von (4.) der Grenze 0, 
und man erhält: 

(5») f cos {ar)J^''\br)dr = 0, j 

(6») fsm{ar)J^''\br)dr = f4z_- \ 

In diesen Formeln sind die nunmehr reellen Wurzelgrössen mit positivem 
Zeichen zu nehmen. Nur in der Formel (6*.) wQrde für negative a das ne- 
gative Zeichen zu setzen sein. Fflr a^ == V^ werden die vorstehenden Integrale 
divergent. 

Ein anderes bemerkenswerthes Integral ergiebt sich auf folgendem Wege: 
Substituirt man in dem Integral: 

y*V^^sin(6r)J^"^(ar)-^ 

u 

fflr J^'^^ den ersten der beiden Ausdrflcke (3.) und kehrt die Integrationsfolge 
um, was, so lange e positiv ist, ohne Bedenken geschehen kann, so folgt: 

/* dr \ r^ /'* dr 

6"*'^ sin (6r)J^°^(ar) — = — / rfoy e"""^sin(fer)cos(arsinai) — 

Die Integration nach r^ die sich nach bekannten Formeln vollfuhren lässt^ 
ergiebt für das vorstehende Integral den Ausdruck: 

1 f^ ^ (6 + asinw) . , 1 /*" . (6 — asiao*) . 

(I ü 

WO der Werth von arcustangens zwischen —^n und +\n zu suchen ist. 
Das vorgelegte Integral bleibt noch convergent fflr 6 = 0, und man kann 
daher auf beiden Seiten b von kleinen positiven Werthen in flbergehen 
lassen. Werden a und b positiv vorausgesetzt, und ist a<^by so nähern 
sich die obigen Integrale beide der Grenze \n^^ und man erhält unter dieser 
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Voraussetzung: 







Ist dagegen a^by so wird das erste der beiden obigen Integrale fOr £ = 
wieder gleich ^n^^ das zweite aber erhSit einen andern Werth, nSmlich: 

/"* , /6 — asinwN. o /*'' * /6 — asinwN. 
arctg^ Jda) = 2/ arctg^ jdo) 



U (I 

6 



2 / arctg(^ JdvD + 2/ arctg^ jd(o. 



. fr 

«rcsin — 
u 



Lässt man nun f in übergehen, so nähert sich im ersten Theil der arcustangens 
der Grenze +4^5 io^ zweiten der Grenze —^Tf, und man erhält den Grenzwerth: 



2^ aresin i7I^ 

a 

Es ergiebt sich demnach unter dieser Voraussetzung: 

/ sin (6r)J^*^(ar) — = aresin — , 

wo, wie aus der Entstehungs weise hervorgeht, der arcussinus zwischen 
nnd ^71 zu nehmen ist. Man hat also das neue Integral: 



(7.) 



(y"sin(&r)y(">(<ir)* = ^ti (6>a), 

- 

= aresin — (b <«). 

a ^ ^ 



Fflr b = a schliessen sich beide Ausdrücke stetig an einander an. 

Es soll nun noch ein ähnliches Integral abgeleitet werden, welches 
die merkwürdige Eigenschaft des von Dirichtet benutzten discontinuirlichen 
Factors hat, nfimlich eine Function darzustellen, welche in einem gewissen 
Intervall den Werth 1 hat, ausserhalb dieses Intervalls verschwindet nnd an 
der Grenze desselben den Werth ^ hat. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir die Bessdsche Function mit dem 
Index 1 zu IlOire, welche dargestellt werden kann durch: 



(8.) J0)(^) = ^ 



dr 



(9.) J^'\r) = - -^y V^«^*" cos CO rfcö»). 
*) VkI. (\ Npumnnn pTheorio der Bet^ebchen Functionen'', Leipzig 1867. 
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Betrachten wir nun das Integral: 

und setzen darin fflr J^'HO ^^^ Ausdruck (9.)? so ISsst sich, so lange e po- 
sitiv ist, die Integrationsfolge umkehren, und man erhält : 

- ^y^'^cosü) rfaiy* V('-*^^*^> Vf"> (ar) rfr. 

u 

Die Integration in Bezug auf r kann hier nach (4.) ausgefflhrt werden und 
ergiebt ein elliptisches Integral. Es kommt uns aber hier nur auf den Grenz- 
werth desselben für £ = an. Das obige Integral ist bis £ = einschliesslich 
stetig, und es lassen sich daher, indem man £ = setzt, die Formeln (5.), 
(6.), (ö*)^ (6*0 anwenden. Um den Werth zu finden, hat man zwei Fälle 
zu unterscheiden: Ist a>>l, so wird der Grenz werth des obigen Integrals: 

'^ coBtodut 



t^ r^ c( 

nJ i/^ 



= 0. 



Ist a<Cl, so kann man zunächst das Integral nach (o zwischen den Grenzen 
und ^71 nehmen und dann den doppelten reellen Theil davon beibehalten. 
Man hat also den reellen Theil zu suchen von 



-^y^*''coscorfcüy'V~'"J^^>(ar)rfr 



ü 



2i ( /*«rcco8a /»J7t \ 



«rc cos a 

>00 



/OD 
^^**^j(^{ar)dr abgekflrzt 

u 

mit q> (ctf^ a) bezeichnet ist. Im ersten Theil hat man hier zu setzen nach 

(5».), (6»): 

Pe'''^'''J^''\ar)dr = , * -— - , 
^ ycoe'»— a' 

im zweiten Theil nach (5.), (6.): 

•^ ya'— coß*w 



Demnach ergiebt nur das erstere Integral einen Beitrag zum reellen Theil, 
und dieser wird: 

*«rcco8a COS Aldo) 



2 P ^www^w 
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Der Werth des Integrals für a = 1 lässt sich leicht direct ermitteln. Man 
hat nSmlich nach (8.): 

u u 

Ans all diesem ergiebt sich das Bestiltat: 

ly V""(arjy('>(r)rfr = 1 (o*<l), . 

(10-) " = i (a^ = 1), 

( =0 (a^>l). 

§. 2. 

Es sollen nun die Formeln (6.), (6*.) benatzt werden zur Ableitung 
eines Ausdrucks für die Function J^^ durch ein merkwürdiges discontinuir- 
liches Integral. 

Substituirt man in dem Integral 

/•* <-«? sin (|»)rfg 
» 

für ^ den aus (6*.) folgenden Ausdruck, indem man dort a = Sy 6 = 1 

setzt, so kann wegen (6.) die Integration von der unteren Grenze begonnen 
werden, und unser Integral erhalt die Gestalt: 

y V'-'sin (^«) rf^ "sin (|r) J^"> (r) dr. 

u u 

Unter Voraussetzung eines positiven s darf hier die Integrationsfolge umge- 
kehrt werden, und die Ausführung des Integrals nach | liefert: 

Das Integral links bleibt convergent fOr e == 0, und um seinen Werth zu er- 
mitteln, hat man den Grenzwerth des Ausdrucks auf der rechten Seite für 
€ = zu suchen. Wird nun ^ positiv vorausgesetzt, so nähert sich das 
zweite Integral rechts mit e der Grenze 0, und der Grenzwerth des ersten 
ist identisch mit dem Grenzwerth von 

^+* J(^^'^(r)dr 

wo h eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, so beschaffen, dass is — h 
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noch positiv ist. Bedeutet nun s' einen nicht naher bekannten Werth zwischen 
z—h und z + ky so ist: 

Der Grenzwerth dieses Ausdruckes für « = ist sonach i^^/^^'^C«')? oder, da 
h beliebig klein genommen werden kann, gleich \^J^'^^{z)., und daraus ergiebt 
sich für die Function J^"^(ä) der Ausdruck: 



\' 



(HO jo.,(,)^|.y''im.), 



welcher aber nur für positive Werlhe von z gültig ist. Für z = ist das 
Integral rechts unstetig; es erhält den Werth 0, wahrend J^'^^(a) den Werth 
1 annimmt. Für negative Werlhe von z muss das Integral gleich — J^"^(«) 
gesetzt werden. 

Beiläufig sei bemerkt, dass das analog gebildete Integral: 

das zweite particulare Integral der Differentialgleichung (1.) darstellt, worauf 
wir weiter unten zurückkommen. 

Hier soll nun zunächst die Formel (11.) angewandt werden zur Er- 

\ogzJ^'^^[z)dZy was später von Nutzen sein 

wird. Wir suchen dieses Integral als den Grenzwerth von 

pe''nogzJ^''\z)dz 



u 



für « = 0. Subslituirt man in letzterem Integral für /^"^(a) den Ausdruck (ll-X 
so erhält man : 

Man darf nun hier für ein positives s zuerst die Integration nach z aus- 
führen, und kann, nachdem dies geschehen ist, ohne Weiteres zur Grenze 
€ = übergehen. Dies Verfahren liefert durch Anwendung bekannter 



*) Neuerdings ist dieselbe Formel von Herrn Mehler bewiesen worden. Mathe- 
matische Annalen, Bd. V., p. 141. 
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Formelu : 



/\g.J^"\z)d. = -l/'-^iC^]ogi). 



wo C die Bedeutung hat: 

C = -/'V'logiTrfx*). 

Die Integration nach S lässt sich ausführen mit Hälfe der Formeln: 

und man erhält danach das bestimmte Integral: 

(12.) y V">(a)logarfs = -(C+log2). 



(I 



Nehmen wir für das zweite pnrticulare Integral der Dififerentialgleichung (1.) 
die Function y^*^^(r), die Herr C. Neumann in der eleganten Form ange- 
geben hat: 

(13.) Y^'\r) = J^'Kr)logr+2{J^'\r)-y^'\r)+U''\r)-.^.l 

so erbalten wir mittelst der Gleichung (12.) und der Formel: 

f"j^''\z)dz = 1, 



u 



die ich in der oben erwähnten Abhandlung bewiesen habe, noch das folgende 
bestimmte Integral: 

(14.) y V'>(2)rf5 = ~(C-log2). 







Ich füge endlich noch einige bestimmte Integrale bei, welche häufig von 
Nutzen sein können, weil sie den Uebergang von Bessehahen Functionen mit 
reellem Argument zu solchen mit imaginärem Argument vermitteln. 

Man erhält durch Anwendung des Ausdruckes (3.) für die Function J^"^: 

2k J ^ 





*) Die GoDstante C ist bei Gauss (Disquisitiones generales circa seriem infinitam 
l+T-^^H — > Werke Bd. III., p. 154) mit — V/(0) bezeichnet und, von Nicolai be- 
rechnet, auf 40 Decimalen angegeben. 
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also: 



„5., f'^p = ^.c..,(.,,,. 



Gleicherweise ergiebt sich durch Anwendung des Ausdrucks (11.) für die 
Function J^"^: 

und demnach, da rechts das Integral nach ^ ausgeführt werden kann: 



was nur für positive Werlhe von z göltig ist. 

Das Integral auf der rechten Seite kann, wie alsbald gezeigt werden 
wird, durch Besselsche Functionen mit imaginärem Argument ausgedrückt 
werden. 

Das Integral (16.) ist um so merkwürdiger, als dasselbe kein Analogon 
hat unter den Integralen mit trigonometrischen Functionen, während die Formel 
(15.) als Analogon betrachtet werden kann zu den beiden bekannten Formeln: 

^ /'" cosC^|)e/| _ J_ ,, ^ /•*j8inC5|)rf| _ ,, 
nJ k'+^' ~ /.- ' nJ k'+^' "~^ • 



t) ■ - I) 



Durch ein ganz ähnliches Verfahren, auf welches näher einzugehen über- 
flüssig wäre, erhält man noch folgende nicht minder merkwürdige Formeln: 

^^^•^ J *.+r - 2k J ^f-zry ^'^>'^'^' 

(19.) f' («Hr.ßJ<-irm ^ ^j.,^i^^ (,<„), 

(^"••' J F'+f — - — 2 — J yfTT ('^>'^'^- 



*) Die Umkehrung der Integrationsfolge iSsst sich leicht mit HUlfe der DmchletBchen 
Principien streng rechtfertigen. 

11» 
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§. 3. 
Den beiden parlicularen Integralen der DiiTerentialgleicbung (1.) kann 
man nach Riemann *) die Form geben : 






Das erstere dieser Integrale ist, wie ohne Weiteres zu sehen, mit der Function 
J^*^^(r) identisch. Die Reduction des zweiten auf die Functionen -/^"^(r), 
y^''^(r) ist nicht ganz so einfach. Setzen wir zur Abkürzung: 

(1.) /-(r) = -/ 4-^, 

WO jedoch nur so lange auf reellem Wege integrirl werden darf, als der 
reelle Theil von ir nicht positiv ist, so muss, da f{r) der Differentialgleichung 
(1.) §.1 genügt, eine Gleichung von der Form bestehen: 

(2.) f[r) =T ^y^"^(r) + fi/<''>(r}, 

worin A und B Constanten bedeuten. 

Was zunächst die Constante A betrifTt, so kann dieselbe dadurch be- 
stimmt werden, dass man die Werlhe vop f{r) für positiv und negativ reelle 
Werlhe von r mit einander vergleicht, indem man in der r-£bene in posi- 
tivem Sinn einen Halbkreis beschreibt. Es ist nämlich nach (1.) §. 2 für 
positiv reelle Werthe von r: 



^, . 2 / C08(r|)rf| , . y/,n ' N 



für negativ reelle Werthe von r; 

2 /•*C08(r^)(/| 



^ 1 /• ^^^3^U^^\r\ 



während die Function auf der rechten Seile von (2.) beim Uebergang von 
positiven Werthen von r zu negativen um den Nullpunkt herum durch die 

positive Halbebene um AniJ^'^^{r) zunimmt. Daraus folgt: A = , was 

n 
f(r) 

sich auch ergeben würde durch Aufsuchung von Lim. :\^ für r = 0. 

Um die Constante B zu ermitteln, können wir uns der leicht zu be- 



*) „Zur Theorie der iVoÄt/tschen Farbenringe", Poggendorffs Annalen, Bd. 95. 






H. Weber, Besselsche Functionen angewandt auf elektrische Ströme. 85 

weisenden Formel bedienen: 

(3.) pf{T)dr == f. 

Inlegrirl man die Gleichung (2.) zwischen den Grenzen und ^, so folgt 
mit Anwendung von (14.) §. 2: 

^ = «-|-(C-log2), 
SO dass sich die Formel (2.) schreiben lässt: 

woraus für reelle Werlhe von r folgt: 



(50 



2 / -8m(,|)rf g ^ ,, 
«^ }T-1 



(6.) /"i2^:^ = -F<">(r)-(C-log2)y(")(r), 

welches die in §. 2 besprochenen Integrale sind. 

Es lässt sich demnach auch das Integral (16.) §. 2 in der Form 
schreiben : 

(7.; y UJKyrfl ^ _(c_iog2)J<">(i*a)-y(">(.-ft«} + -^J<"^(i*»). 

Die Formel (4.) kann, beiläufig bemerkt, angewandt werden, um auf die ein- 
fachste Weise halbconvergenle Reihen für die Functionen J^^^{t) und y^"^(r) 
abzuleiten *). 

§. 4. 

Die im vorhergehendn Paragraphen mitgetheilten Ausdrücke für die 
ße^^e/schen Functionen lassen sich ausdehnen auf jße^^e/sche Functionen be- 
liebiger Ordnung. Die allgemeinen jße^^e/schen Functionen sind definirt als 



*) Die in Rede stehende Entwiekelung, die nach fallenden Potenzen von r fort- 
schreitet, ist für die Function J^"^(r) schon von Poisson gegeben (Journal de Töcole 
polyteehnique, cahier 19, p. 350) (Vgl. Lipschitz 1. c). In der erwähnten Abhandlung 
von Riemann, wo es sich zunächst um rein imaginäre Werthe des Arguments handelt, 
findet man die Entwiekelung für beide Functionen, lieber die Entwicklung von 
F(")(r) vgl. die Schrift von Herrn Lommc/, „Studien über die £es«e/schen Functionen^ 
(Leipzig 1868) p. 95. 
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particulare Integrale der Differentialgleichung: 

Im Folgenden behalte ich hauptsächlich den Fall im Auge, wo h eine ganze 
positive Zahl ist, der, gegenüber dem allgemeinen Fall, wo h beliebig ist, 
in mehrfacher Hinsicht als Ausnahmefall auflritt. Die Gleichung (8.) hat ein 
particulares Integral, welches für alle endlichen Werthe von x endlich und 
stetig ist, und ein zweites, welches fQr a* = unendlich gross wird. 

Man überzeugt sich leicht, dass der Differentialgleichung (8.) durch 
die Ausdrücke genügt werden kann: 

fix) = xy^v-«(i-r)"^rfi, 

(fix) = xy e*''^(|^-l) ' rf$»). 

1 

Der erste dieser Ausdrücke kann sofort auf die Besselsche Function J^^^{x) 
reducirt werden, die durch die Reihe definirt ist: 

X^ / X^ J/* \ 

J ' i^) =^ 2.4. ..2A V 2.C2Ä+2) + 2.4.(2Ä + 2).C2Ä + 4) )' 

nämlich: » 

f{x) = 1.3...(2Ä-l).Tj^"^(a;), 

und der Ausdruck für f gilt für alle reellen und complexen Werthe von x. 
Dagegen ist das Integral für ^(x), wenn die Integration auf reellem Wege 
erstreckt werden soll, nur brauchbar, so lange der reelle Theil von ix ne- 
gativ ist, also (falls A > ist) nicht mehr für reelle Werthe von x. 

Um einen Ausdruck zu erhalten, der noch für reelle Werthe von x 
gültig bleibt, muss der Integrationsweg geändert werden. Man findet leicht, 
wenn man nach einer zweckmässigen Aenderung nur den reellen Theil bei* 
behält, für das zweite particulare Integral der Gleichung (8.) den Ausdruck: 

(10.) yjix) = a:y^V'^'(l + r)"^rf^~W''sin(a:|)(l-|^)"^rf|, 



*) Diese Ausdrücke fttr die Integrale der Gleichung (8.) sind zuerst von Herrn 
Heine angegeben (Ueber die Cylinderfimctionen. Dieses Journal Bd. 69, p. 189). Hier 
kann, wie Herr Heine bemerkt, h jede beliebige Zahl sein, wenn über ihr Vorzeichen 
passend verfUgt wird. 



j 

-•■,ii 
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welcher Ausdruck seiuerseUs wieder brauchbar ist, so lange der reelle Theil 
von X positiv bleibt. 

In (10.) kann der Integralions weg reell genommen werden, und man 
überzeugt sich nachträglich leicht, dass die Function y^{x) wirklich der Diffe- 
rentialgleichung (8.) genügt. 

Auch für das zweite particulare Integral der Differentialgleichung (8.) 
hat Herr Netimann eine Entwickelung aufgestellt, die nach den Besselschen 
Functionen J^^'^ fortschreitet, und die er mit Y^^^ bezeichnet, welcher Be- 
zeichnung wir uns hier anschliessen wollen. Man kann also immer setzen: 

worin A^^^^ B^^'^ Constanten sind, deren Werlhe bestimmt werden müssen. 
Sucht man den Grenz werth Lim.a:^;f^(x) für x = 0^ so ergiebt sich -4^^^ = 1. 
Zur Bestimmung von B^^'^ dient die aus (10.) leicht abzuleitende Relation: 



(11.) 






x^+^ X dx 

Da derselben Relation auch die Functionen J^^^ und Y^^^ genügen, so folgt: 

ßih) ^ ßih^i) ^ ... = ^00 ^ ß 

Um also B zu bestimmen kann h = gesetzt werden. Für diesen Fall ist 
aber der Werth von B durch die Formel (4.) $. 3 bereits gegeben, und man 
erhält: 

B = C-log2. 
Also hat man die Formel: 

§. 5. 
Es sollen nun die allgemeinen Formeln auf einige Probleme der ma- 
thematischen Physik angewandt werden. Zunächst zeigt sich, dass einigen der 
oben gefundenen bestimmten Integrale ohne Weiteres eine physikalische Be- 
deutung untergelegt werden kann. So ist, wie die Formel (7.) §. 1 lehrt 



u = hJ'\Ti^sm{rJ)J^'\r§)f, 





wo das obere Zeichen zu nehmen ist für positive, das untere für negative 
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Werthe von Zy eine Function, welche der allgemeinen Differentialgleichung; des 
Potentials genügt, in einer in der Ebene z ^0 gelegenen Kreisfläche mit dem 
Radius fj den constanten Werth c annimmt, sonst äberall mit ihren ersten De- 
rivirten stetig ist und im Unendlichen verschwindet. Demnach ist diese 
Function das Potential der auf einer Kreisscheibe vertheilten Elektricilät, wenn 
sie sich ohne äussere Einflösse im Gleichgewicht befindet. Die Anwendung 
der Formel (6*.) §. 1 liefert die Dichtigkeit der Elektricität in der Kreis- 

scheibe gleich ——==-, was ein bekanntes Resultat ist*). 

;i yr^ — r 

In ähnlicher Weise ergiebt sich aus der Formel (10.) §. 1, dass die 
Function 






e^'^^J^'^{ir,)J^'\^r)^ 



das Potential einer mit homogener Masse belegten Kreisscheibe mit dem 
Radius ri ist, eine Function, die, wie bekannt, durch ein elliptisches Integral 
ausgedrückt werden kann. 

Grösseren Vortheil gewähren unsere Formeln in der Theorie der 
elektrischen Strömung in einem nicht linearen Leiter. 

Bezeichnen wir mit u die Spannung, so haben wir für einen beliebig 
begrenzten Leiter diese Function aus folgenden Bedingungen zu bestimmen: 

In jedem Punkt im Innern des Leiters muss die Differentialgleichung 
erfüllt sein: 

Ist der Leiter begrenzt durch einen Nichtleiter, so muss an der Oberfläche: 

sein, wenn dn das Element der nach aussen gerechneten Normale der Ober- 
fläche bedeutet. Berühren sich an einer Slelie zwei Leiter von verschiedener 
Beschaffenheit, so ist, wenn u', u' die Werthe von u zu beiden Seiten der 
Trennungsfläche, k'^ k" die Leitungsfähigkeiteu der Körper bezeichnen: 

Iw"— m' == der Spannungsdifferenz der beiden Leiter, 
. , du' _ .n du'' 
dn dn 



*) Vgl. Clausius „Ueber die Anordnung der Elektricität etc.^ Poggendorffs Annalen, 
Bd. 86. 




■* ■ 
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Erstreckt sich der Leiter ins Unendliche, so muss, falls im Unendlichen keine 
Elektrode sich befindet, u dort constant sein. Endlich hat man noch Bedin- 
gungen zu erfüllen für diejenigen Stellen, wo die Elektricität aus- oder ein* 
tritt. Nehmen wir eine punktförmige Eintrittsstelle an, in der die Intensität 
des eintretenden Stroms S ist, so muss, falls diese Stelle im Innern des 
Leiters liegt, 

(4.) Um.ru = -5^, 

und falls dieselbe an der (stetig gekrümmten) Oberfläche liegt, 

(4») Lim.r« = -^^ 

f(hr r = sein, wenn r die Entfernung eines veränderlichen Punktes von der 
Eintrittsstelle, k die Leitungsfähigkeit bezeichnet. Ausserdem muss u mit seinen 
ersten Derivirten im ganzen Leiter stetig sein. 

Diese Bedingungen genfigen, um die Strömung in hinreichender Ent- 
jTernung von den Eintrittsstellen, die in Wirklichkeit ja nicht punktförmig sein 
können, zu bestimmen, falls die Stromstärken S als gegeben betrachtet werden. 

Anders verhält es sich aber, wenn diese Grössen erst bestimmt werden 
sollen, wenn also der Einfluss des Leiters auf die Stromstärke bei gegebenen 
elektromotorischen Kräften zu untersuchen ist. Dann dürfen die Elektroden 
nicht mehr als punktförmig betrachtet werden, da dieser Einfluss abhängig ist 
von der Gestalt und Ausdehnung der Elektroden, wie klein auch immer die 
Dimensionen derselben sein mögen. Man müsste, um streng zu verfahren, 
die Zuleitungsdrähte als zum Leiter gehörig betrachten, erhält dann aber, 
selbst unter den einfachsten Annahmen, ein Problem, welches einer analy- 
tischen Behandlung mit den bis jetzt bekannten Mitteln völlig unzugänglich 
scheint. Die Aufgabe vereinfacht sich indess wesentlich durch die Annahme, 
dass das Leitungsvermögen des Leiters sehr klein ist im Vergleich mit dem 
der Elektroden, wie es z. B. der Fall ist, wenn die Elektroden aus Metall 
bestehen, der durchflossene Leiter aber eine zersetzbare Flüssigkeit ist. 

Unter dieser Voraussetzung sind nämlich die Schwankungen der Spannung 
im Innern der Elektroden verschwindend klein gegenüber denen in den angren- 
zenden T heilen des schlechten Leiters, und man kann daher mit grosser An- 
näherung die Spannung an der Oberfläche der Elektroden constant setzen. Man 
hat dann ein Problem zu behandeln, welches verwandt ist mit dem der Be- 
stimmung des Gleichgewichts der Elektricität auf gegebenen leitenden Flächen, 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 12 



90 Bf. Weber, Besselsche Functionen angewandt auf elektrische Ströme. 

ein Problem, welches, wie bekannt, in den meisten Fällen auf zur Zeit noch 
unüberwindliche Schwierigkeiten führt. Eine weitere Vereinfachung ergiebt 
sich durch die Voraussetzung, die Entfernung der Elektroden von einander 
sei gross im Vergleich zu ihren Dimensionen, so dass, wenn man sich die 
Elektroden als isolirte leitende Flächen denkt, die mit Elektricität geladen 
sind, die gegenseitige Influenz derselben vernachlässigt werden kann. 

Ein besonderer Fall dieser Art, der im Folgenden Anwendung finden 
wird, soll hier etwas genauer betrachtet werden. 

Nehmen wir an, die Elektrode habe die Gestalt einer Kreisfläche und 
liege in der Oberfläche des Leiters, welche in der Nähe der Elektrode als 
eben vorausgesetzt werden soll, eine Annahme, die statthaft ist, sobald die 
Krümmungshalbmesser der Leiteroberfläche in der Nähe der Elektrode als un- 
endlich gross betrachtet werden dürfen im Vergleich mit dem Halbmesser der 
letzteren. Andere Elektroden und andere Theile der Leiteroberfläche mögen 
in so grosser Entfernung gedacht werden, dass sie auf die Art des Ein- 
tritts der Elektricität keinen merklichen Einfluss haben. Es soll unter 
dieser Voraussetzung die Art der Strömung durch die Elektrode ermittelt 
werden. 

Legen wir die J5-Axe senkrecht gegen die Elektrode durch ihren 
Mittelpunkt, und zählen sie positiv in das Innere des Leiters, bezeichnen 
femer mit ri den Radius der Elektrode, mit r den senkrechten Abstand eines 
veränderlichen Punktes von der «-Axe, so erhallen wir für die Spannung in 
der Nähe der Einströmungsstelle den Ausdruck: 

(5.) II = -^Z V^^ sin (^rO J<^> (Ir) -^ + C, 

wenn c und C Constanten sind. 

Es genügt nämlich diese Function zunächst der Differentialgleichung (1.). 

Es ist ferner, wie aus den Formeln (6.), (7.) §. 1 hervorgeht, -^ = für 

j5-^0, rl>ri; ii = con8t. für j5 = 0, r<Cri, und endlich wird für solche 
Werthe von j5 oder r oder beiden Veränderlichen, die im Vergleich mit Ti un- 
endlich gross sind, u constant, so dass alle Bedingungen, welche die Function 
u zu erfüllen hat, hier befriedigt sind. 

Für das Innere der Eleklrodenfläche wird nach (6^.) §. 1 

du^ _ _2c 1 
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Es wird also -^ am Rande der Elektrode unendlich, wie zu erwarten war, 

da hier die Stromcurven unter einem scharfen Winkel umbiegen müssen. 

Die Constante c kann durch die Stromstärke S des eintretenden Stroms 
ausgedrückt werden nach der Formel: 

S = -kfy^''-^rdrd(p für ä = 0, 



U ü 



woraus sich ergiebt: 

c = 



4kr, 

Unter den hier zu Grunde liegenden Voraussetzungen lässt sich also den Be- 
dingungen für die Function u folgende Fassung geben. Im Innern des Leiters 
muss sein: 

an der Oberfläche: 

du 

wenn dn ein Element der nach aussen gerichteten Normale und (p eine 
Function bedeutet^ welche an der ganzen Oberfläche den Werth Null hat mit 
Ausnahme der Elektrodenkreise. Hat ein solcher Kreis den Halbmesser fi, 
und ist die ihm zugehörige Stromstärke jS^ so ist im Innern eines solchen 

Kreises 

S 

^ 2nr^kir] — r'' 

Die Function u existirt nur unter der Voraussetzung, dass das Integral 

fcpdo über die ganze Oberfläche des Leiters erstreckt, den Werth Null habe, 

was in der Voraussetzung der stationären Strömung involvirt ist. Dann aber 
ist u durch die vorstehenden Bedingungen bis auf eine additive Constante 
bestimmt, und im Innern eines Elektrodenkreises wird u sehr nahe einen 
Constanten Werth erhalten. 

Um nun den Einfluss eines in den Stromkreis eingeschalteten räumlich 
ausgedehnten Leiters auf die Stromstärke, d. h. den Widerstand desselben zu 
bestimmen, nehmen wir an, es sei nur eine Eintrittsstelle und eine Austritts- 
stelle vorhanden. Ist u die Spannung, welche der Intensität 1 des aus- und 
eintretenden Stromes entspricht, so ist Su dieselbe Function für die Strom- 

12» 
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Stärke S. Es seien m^"^ und u^^^ die Werthe der Function u an der Ein- 
und Austrittsstelle. 

Nennen wir die Spannungen in den Zuleitungsdrahten r» und ri, so 
können diese gleich linearen Functionen der variablen Drahtlängen «o? ^i 
gesetzt werden*, nämlich, wenn tTo, tci die Widerstände, ^, /i die Längen 
der beiden Drähte bezeichnen, und So^ Si von der Kette aus gezählt werden: 

f>o = öo — SlTo-jT", 

«?i = Oi + SfCiY-' 
An den Elektroden ist nun «0 = 4^ ^1 = ^19 und es ergiebt sich also: 

folglich : 

g «0— «I 



woraus hervorgeht, dass 

der Widerstand des eingeschalteten Leiters ist*). 



§. 6. 

Nach den oben entwickelten allgemeinen Bedingungen soll nun. zu- 
nächst ein Problem behandelt werden, welches analytisch mit dem von Ate- 
mann untersuchten der iVo6t7ischen Ringe äbereinstimmt. 

Es sei ein Leiter von zwei unendlichen parallelen Ebenen begrenzt, und 
an zwei gegenflberliegenden Stellen der Grenze seien zwei gleiche kreisförmige 
Elektroden; durch eine derselben trete der Strom mit der Stärke S ein, durch 
die andere aus. Legen wir die J5-Axe in die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
der Elektroden, den Anfangspunkt in die 3Iitte zwischen beiden Grenzebenen, 
und seien z = ±a die Gleichungen dieser Grenzebenen; bezeichnet endlich r 
den Abstand eines variablen Punktes von der js-Axe, so muss die Function 
tf so bestimmt werden, dass: 



*) Ist der Widerstand der Kette gegen die sonstigen Widerstände zu vernach- 
lässigen, so ist a^—a^ die elektromotorische Kraft der Kette. Indessen ist unser Be- 
sultat von dieser Annahme nicht abhängig. 
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.. . d^u . i du . d*u ^ . ^ ^ \ \ 

(2.) -^ = 0, (a = ±«, r>r.), 

Der Gleichung (1.) genügt man durch die Annahme: 

« = y "{,p (I) e«--+ V {l) e-«*} /<"> (^J «1, • 



worin 9 und \^ willkürliche Functionen bedeuten, die an die eine Bedingung 
geknüpft sind, dass das Integral convergirt und die Differentiation unter dem 
Integralzeichen gestattet, so lange J5 zwischen —a und ■\-a liegt. Aus der 
Symmetrie geht hervor, dass man durch geeignete Wahl der additiven Con- 
stante der Function ti für J5 = den Werth ertheilen kann, woraus folgt: 

Den Grenzbedingungen (2.), (3.) wird nach den Formeln (6.), (6*.) §. 1 ge- 
nfigt, wenn man setzt: 

woraus sich eine die Bedingungen (1.), (2.), (3.) erfflllende Function u ergiebt: 

LSsst man r^ unendlich klein werden, so folgt hieraus die entsprechende 
Formel fflr die Voraussetzung punktförmiger Elektroden: 

' 

Der Ausdruck (4*.) wird in genügender Entfernung von den Elektroden brauchbar 
sein, während in unmittelbarer Nähe derselben der Ausdruck (4.) angewandt 
werden muss. 

Aus der Formel (4.) ergiebt sich der Widerstand der durchströmten 

Schicht, wenn wir -^ gegen die Einheit vernachlässigen: 



2kr. 
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Es lässt sich indessen die Formel (4.) noch zu einer etwas genaueren Be- 
stimmung des Widerstandes anwenden, denn es zeigt sich, dass die Function 
u (4.) innerhalb der Elektrodenkreise schon mit Vernachlässigung der Grössen 

von der Ordnung (^j constant wird. Bestimmt man den Werth dieser Con- 

Stauten, indem man unter dem Integralzeichen i« . _$« = 1 "" , . _2ia s^*** 

und dann im zweiten Theil nach steigenden Potenzen von r und fi ent- 
wickelt, so ergiebt«sich fflr den Widerstand mit Vernachlässigung von Grössen 

der Ordnung (— ) 

w = ^-^. 

2kri nka 

Setzt man die durch die Formel (4*.) gegebene Function u aber die 
Grenze a hinaus fort nach dem Gesetz %«-«) = %)? ^o lässt sich dieselbe 
zwischen den Grenzen und 2a in eine Sinusreihe entwickeln und man erhält: 



u = 



— r--^sin-s — sin-j5- I -7 ^ ^i 

nka n 2a 2 1 /^ «^^ V • m 



oder mit Anwendung der Formel (16.) $. 2 



nn ^ 

S -, . nnz . nn /** c~^"*'^d| 



/c \ ö ^ . nnz , nn /** 



Dies ist die Form, in der Riemann die Lösung des vorliegenden Problems 
gegeben hat. 

Ist der durchflossene Leiter durch einen Cylinder vom Radius c be- 
grenzt, so muss, wie Riemann gezeigt hat, zu u noch eine Function u' hin- 
zugefügt werden, welche folgendermassen ausgedrückt werden kann: 



nn .. 



(6.) » = r— ^sinnj— sin-ö- / 



-1 

+1, 2a*'fcJ£ -1 ''S 






Die Spannung in genügender Entfernung von der Elektrode ist dann u-f-«'* 
In unmittelbarer Nähe derselben hat man für u auch hier den Aasdruck (4.) 
beizubehalten. Daraus ergiebt sich der Widerstand des also begrenzten cyliu- 
drischen Leiters: 
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(7.) W = * 



2kr. 



log2 


2 ^-i yr-1 


nka 


ka T '•^'•5 ' 

J l/fct 4 



— 1 



WO die Summe sich über alle positiven ungeraden Zahlen n erstreckt. Ist — 

nicht zu klein, so convergirt diese Reihe sehr gut, und man wird sich in den 
meisten Fällen mit dem ersten Glied begnügen können. Es besteht also der 
Widerstand des ganzen Cylinders aus zwei Theilen, von denen der eine nur 
von den Elektroden und der Dicke der Schicht, der andere nur von der Be- 
grenzung abhängt. Dieser zweite Bestandtheil kann, wenn das Verhältniss 

— klein ist, einen beträchtlichen Werth erhalten. , 

Nehmen wir — sehr gross an, also die Höhe des Cylinders sehr klein 
im Vergleich zu seinem Halbmesser, so kann man näherungsweise setzen: 

2Är, nka ka ^ 

woraus hervorgeht, dass der Einfluss der Begrenzung mit wachsendem Radius 
sehr rasch unmerklich wird. 

Der andere extreme Fall eines sehr kleinen Werthes von — ergiebt 
als Grenzwerth von W: 

w = ^+ ^ 



2kr^ ^ kc^Ti 

Es ist also für einen im Vergleich zu seinem Radius sehr hohen Cylinder der 
Widerstand, soweit er von den Elektroden unabhängig ist, näherungsweise 
gleich der Höhe dividirt durch den Querschnitt und das Leitungsvermögen, ein 
Resultat, was von vorn herein erwartet werden durfte. 

§. 7. 

Die hier angewandte Methode genügt auch zur Lösung eines anderen 
Problems, welches für die Physik nicht ohne Interesse sein dürfte. 

Nehmen wir an, eine Metallfläche sei mit einem Leiter von weit ge- 
ringerem Leitungsvermögen, etwa mit einer Flüssigkeit in Verbindung, jedoch 
so, dass zwischen der Flüssigkeit und dem Metall eine äusserst dünne Schicht 
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von noch viel kleinerem Leitungsvermögen, etwa eine Gasschicht, einge- 
schaltet sei. 

Setzen wir die Spannung an der Grenze des Metalls gleich 0, an der 
andern Gre;ize der Trennungsschicht gleich u, so ist die Elektricitätsmenge, 
die in der Zeiteinheit durch das Element do der Trennungsschicht fliesst, gleich 

— ^ — , wenn k^ das Leitungsvermögen, J die Dicke der Trennungsschicht 

bedeutet. 

Andererseits ist die Elektricitätsmenge, welche von der Flüssigkeit her 

du 

in das Element eintritt, gleich —k-^do, wenn dn das Element der Normale, 

gegen das Metall hin positiv gerechnet, bedeutet. 

Daraus ergiebt sich die Grenzbedingung an der Trennungsfläche: 

(1.) h^ + u = 0, 

Sk 
worin h = -r-^ also bei constanter Dicke eine constante Grösse ist; h ist die 

Höhe eines Cylinders der Flüssigkeit, der bei einer überall gegen den Quer- 
schnitt senkrechten Durchströmung denselben Widerstand haben würde wie 
ein dem Querschnitt gleiches Stück der Trennungsfläche. 

Diese Grenzbedingung kann auch, indem man von der Trennungs- 
schicht ganz absieht, so aufgefasst werden, dass an der Grenze zwischen 
Metall und Flüssigkeit eine der Stromstärke proportionale Spannungsdifferenz 
bestehen soll, also eine der Stromrichtung entgegenwirkende, der Stromstärke 
proportionale elektromotorische Kraft in der Grenze ihren Sitz habe. 

Dieser Fall ist näherungsweise verwirklicht bei der Polarisation von Metall- 
flächen durch den galvanischen Strom, die, wenigstens so lange die Stromstärke 
eine gewisse Grenze nicht überschreitet, mit der letzteren proportional an- 
genommen werden kann. 

Beschäftigen wir uns zunächst mit der Integration des Problems für 
den einfachsten Fall, in dem die Metallfläche eine unbegrenzte Ebene ist, und 
wo sich eine punktförmige Elektrode im Innern der Flüssigkeit befindet, die 
ausser durch die Metallfläche nirgends begrenzt gedacht werden soll. 

Wir legen die x^- Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems in 
die Metallfläche und die z-Axe durch die Elektrode, so dass die Coordinaten 
der letzteren a; = 0, y = 0, « = « sind. Es werde ferner mit r der Abstand 
eines veränderlichen Punktes von der z-Axe bezeichnet, ferner mit q, q' die 
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Abstände desselben Punktes von der Elektrode und von ihrem Spiegelbild in 
Bezug auf die Grenzfläche, also: 



Man setze nun: 



(2-) «=4^7(1-^)+«'' 



4nk \q q' 

dann muss w für positive Werthe von z stetig sein, im Unendlichen ver- 
schwinden, und der Differentialgleichung genügen: 

.Q N Ö*tt? 1 Ott? Ö'tt> ^ 

mit der Grenzbedingung ffir z = 0: 

r/i \ , Ott? hS a 

(4.) A-57- = ^~ 



dz 2nk y^a'-j-,.»' 

Der Gleichung (3.) genagt man durch die Annahme: 

(5.) tt? =^f^e''^^ip{^)J^^\^r)d^, 



wo 9 eine willkQrliche Function bedeutet, die aus der Grenzbedingung (4.) 
zu bestimmen ist. Die Substitution von (5.) in (4.) ergiebt nämlich: 

welch letzterer Ausdruck aus der Formel (4.) §. 1 hervorgeht. Daraus folgt: 
und demnach: 

Dies Integral lässt sich auf eine andere Form bringen, die in manchen Fällen 
zur Rechnung bequemer ist. Es ist nämlich: 



''"^^ -« »-:a+^)| 



e * J e-('+*«'rf< = 



e' 



+ '5 



Substituirt man diesen Ausdruck in (6.) und kehrt darauf die Integrationsfolge 
um, so lässt sich die Integration nach | ausfuhren, und es folgt: 
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Zhnh 



oder darch partielle Integration: 



i A>* e-Udt 



s s «+± i^* «-** 






h 

2nke' 2nkh " 

a 

ond demnach: 



"X" 

was sich endlich auf die Form bringen lässt: 

Dieser Ausdruck gestattet ein e physikalische Deutung. Es folgt nämlich daraus, 
dass die Strömung in folgender Weise vor sich geht. Man denke sich de« 
ganzen Raum mit homogener Masse erfüllt und nehme eine Eintrittsstelle ia 
der wirklich gegebenen Elektrode und in ihrem Spiegelbild an, für welche 
die Stromstärke S ist. Dann nehme man unendlich viele Austrittsstellen an 
vom Spiegelbild der Elektrode auf der js-Axe bis in die negative Unendlich- 
keit in den, constanten oder veränderlichen, unendlich kleinen Abständen dt 

iSe "^ dt 
mit den Stromstärken -r , wo t vom Spiegelbild der Elektrode aus auf 

der negativen js-Axe gezählt ist. Die Strömung geht dann auf der positiven 
Seite der xy- Ebene genau so vor sich, wie es unser Problem verlangt, und 
ausserdem ist die eintretende Elektricitätsmenge gleich der austretenden. Es 
zeigt sich also, dass, je mehr die Constante h wächst, um so mehr die ent- 
fernteren von den hier supponirten Austrittsstellen in Betracht kommen und 
damit also eine stärkere Ausbreitung des Stromes von der gegebenen Elektrode 
aus stattfindet. 

Zur numerischen Rechnung scheint die Formel (7.) besonders geeignet. 
Keobachtet man die Spannung nur in unmittelbarer Nähe der Metallfläche, 

nimmt man ausserdem a sehr klein an, so darf, indem man T^ gegen die 
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Einheit vernachlässigt, in gehöriger Entfernung von den Elektroden uäherungs- 
weise gesetzt werden: 

ra\ S ii f" e-'dt ) 

Wenn -r- hinlänglich gross ist, lässt sich zur Berechnung des Integrals die 
halbconvergente Reihe anwenden: 

und demnach gilt fOr grosse Werthe von -r- nähernngsweise der Aasdmck: 



u = 



S Ä' 



2n* r» 



§. 8. 

Nehmen wir nun die Flüssigkeit begrenzt an durch eine zo der 
Metallfläche parallele Ebene in der Entfernung a von derselben und in dieser 
Grenzfläche die Elektrode, die zunächst kreisförmig mit dem Radius ri ange*- 
nommen sein mag. Wir setzen: ' 

* ' 

« 

und erhalten fär w neben der Differentialgleichung (3.) §. 7 die Grenzbedin- 
gungen : 

(12.) -^ = (tar » = o), 

(«0 *^-» = -^/'^'^m («' -0). 

« 

Setzen wir, um der allgemeinen Differentialgleichung und der Grenzbedin- 
gung (12.) zu genügen: 

IT =y *|65(*-«> + e-5(--«)| 9)(^) J(^>(|r)rf|, 

u 

so ergiebt die Grenzbedingung (13.): 

„ / CN _ JS sinClr.) ^ 

^^^^ ~ nkr, (e?« + e-f«)|(l — A|)c-«« + (l + AÖe««| 

und demnach: 

13* 



/' 
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riA A « _ *® /• " jin (gr. ) JC») (|r) (e«»-") + e-«'- " )) dg 



U 



(e$« 4. e-^a) {(i - Äl) c~€«-f.(14-A|) c$«} 



und nach (11.) 

Um zur punktförmigen Elektrode überzugehen, hat man r, verschwindend 
klein werden zu lassen und erhält: 

Der Widerstand der ganzen FlQssigkeitsschicht ergiebt sich, wie oben gezeigt 
wurde, durch Bestimmung des Werthes von u für die Elektrode unter der 
Voraussetzung S=\. Es folgt, indem die beiden Theile von u einzeln be- 
trachtet werden, wobei in dem Ausdruck für tv die Elektrode punktförmig 
angenommen werden darf, für den Widerstand der Ausdruck: 

..7 > ,, ^ j i}2si^'^'L r \^L^ 

Der letzte Theil dieses Ausdrucks ist zu betrachten als der Widerstand der 
schlecht leitenden Trennungsschicht oder als der scheinbare Widersland der 

Polarisation. Für unendlich kleine Werthe von -r- erhält man für diesen 
Theil des Widerstands den Grenzwerth: 

1 , h 
log—, 



2nka ® a 

ein Ausdruck, der unter geeigneten Umständen als Näherungswerth des frag- 
lichen Widerstands angenommen werden kann. 

Um eine Formel zu finden, die für relativ grosse Werthe von r zur 
Berechnung der Spannung bequem ist, kann der Ausdruck (16.) dienen. Der- 
selbe lässt sich mit Vortheil in eine Reihe entwickeln von der Form: 

(18.) u = ^ ax cosl "~ , 

worin für l die der Grösse nach geordneten positiven Wurzeln der transceo- 
denten Gleichung 

(19.) cotgil = l-^ 
zu setzen sind. Die gewöhnliche Methode der Coefficientenbestimmung er- 



i 
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giebt für ax die Gleichung: 

u « 

oder mit Anwendung der Formel (16.) §.2: 



(20.) „,„(1+ -4^) = -«./•" 






Die zweite Wurzel der transcendenten Gleichung (19.) ist nun stets grösser 

als TT, so dass für hinlänglich grosse Werlhe von — , welchen Werth auch 

h haben mag, das erste Glied der Reihe (18.) genügen wird. Die erste 
Wurzel der Gleichung (19.) ist aber um so kleiner, je grösser der Werth 
von h ist, und daraus folgt, dass bei grossen Werthen von h eine sehr be- 
deutende Ausbreitung der Stromzweige staltfinden wird. 

Die soeben aufgestellte Entwickelung kann nun weiter dazu benutzt 
werden, um den Einfluss einer cylindrischen Begrenzung in der Entfernung c 
von der Elektrode zu berflcksichtigen, was wegen der erwähnten Ausbreitung 
der Strömung bei grossen Werthen von h eher nöthig sein wird als bei kleinen. 

Es muss zu diesem Zweck zu dem oben gefundenen Ausdruck von u 
noch eine Function u' hinzugefügt werden, welche ausser den allgemeinen 
Bedingungen noch den Grenzbedingungen zu genägen hat: 

(21.) ^ = (fära = a), 
(22.) A-^ = «' (für 16=0), 

m 

Den beiden Bedingungen (31.), (22.) wird durch die Annahme genügt 

(24.) u' = 2;6;iCos;i^^, 

und die allgemeine Differentialgleichung ergiebt mit Rücksicht auf die Bedin- 
gung der Stetigkeit: 
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wenn die ci Constanten sind, deren Werthe sich aas der Bedingung (23.) 
ergeben : 



/ 



Ic ^ 



VI'- i 

c, = — 



/ ha \ _Jr? ' 

so dass schliesslich für die Spannung der Ausdruck folgt: 

«+« = —7—^ r cosi 

nka i . ha u 

(25.) ( , . re-'-'hdj ^ 



yi-r 



Für grosse Werthe von — und — convergirt diese Reihe sehr gut und bietet 

c r 

den Vorlheil, dass die Werthe von — , — , für welche ein gewisser Grad 

der Convergenz erreicht ist, nicht abhängig sind von den besonderen Werthen 
von hy weil die aufeinander folgenden Werthe von A immer zwischen auf- 
einander folgenden Vielfachen von n liegen. Es wird also in den meisten 
Fällen das erste Glied der Reihe (25.) schon eine hinlängliche Genauigkeit 
liefern. 

Der Einfluss der Begrenzung auf den Gesammtwiderstand kann aus 
der Formel (25.) wie oben bestimmt werden. 

§. 9. 
Es lässt sich mit Hälfe der ße^e/schen Functionen auch das Problem 
der Strömung der Elektricitit in einem Gylinder lösen unter der Voraus- 
setzung, dass die Elektroden am Cylindermantel angebracht seien. Es mögen 
der Einfachheit halber zwei punktförmige Elektroden angenommen werden, 
die auf einer Kante des Cylinders gleich weit von beiden Enden entfernt 
liegen. Es falle die ^-Axe mit der Cylinderaxe zusammen, und z werde 
von der Mitte dieser Axe aus gezählt, sei ferner 2ß die Höhe des Cylinders, 
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+ a der Abstand der Elektroden von der Mittelebene. Der Radius desCylinders 
werde gleich 1 gesetzt. Endlich seien r und cp Polarcoordinaten in der 
Mittelebene. Dann hat die Spannung u folgenden Bedingungen zu genügen: 

^^'^ dr' + r dr^ r' dtp' "*" Ö»" "" ' 
im Innern des Cylinders: 

(2.) -g- = (für r = 1), 
(3.) ^ = (für a = ± /9), 

g 

(4.) Lim.Qu = ±2~r (för r = l, a = ±a), 

wenn () den Absland eines veränderlichen Punktes von der einen oder der 
andern Elektrode bedeutet. 

Die Bedingungen (2.), (4.) sollen durch andere ersetzt werden, welche 
als Grenzfall die gegebenen Bedingungen enthalten. Bedenkt man nämlich, 
dass es für die Grenze gleichgflltig sein muss, welche Gestalt man den 
Elektrodenflächen ertheilt, und wie man sich den Durchgang der Elektricität 
durch diese Flächen denkt, so kann man z. B. die Annahme machen, die 
Elektrodenflächen seien kleine Rechtecke, in denen die Elektricität überall mit 
gleicher Stärke hindurchfliesst, eine Annahme, die in hinlänglicher Entfernung 
von den Elektroden allgemein gültige Resultate liefern wird. 

Unter dieser Voraussetzung werden die Bedingungen (2.), (4.) durch 
folgende ersetzt: 

(2».) -^ = * (für r = 1), 

wenn man setzt: 

* = ±c (für -»<,(p<:&; ±«<Ä<±(a + (y)), 

4> = (für alle übrigen Punkte des Cylindermantels). 

Lässt man im Endresultat & und S unendlich klein werden, so erhält man 
den Fall punktförmiger Elektroden, c ist eine Constante, die von den ge- 
wählten iMaasseinheiten abhängig ist. 

Die Function ^ lässt sich in folgender Weise darstellen: 

* = ^^ U I oj, sinn» cos wy 
(b) ( n'\ , n 
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Das Integral der DiiFerentialgleichung (1.) kann mit Rflcksicht auf die Grenz- 
bedingung (3.) in der Form angenommen werden: 

(6.) u = ^^A^^^sm ^ ^^ cos{n(p)%{j^ — iß^J' 
wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 

—1 

= 1.3...(2»-l)7i(-»)"JW(taj). (§.4.) 

Die Werthe der Constanten ^„,, ergeben sich aas der Bedingung (2*.) mit 
Benatzang des Ausdrucks (5.): 

. _ 8cß 2B\ü(n&-) 1 1_ / (2m+i)na (2m+i)n(,a+8) \ 

^'""~ n' 'n (2i»+l)' ,/ (2m+i)« \ V^^ 2ß ^°^ 2ß )"> 

WO für n = an Stelle von ^^— ^ S^ zu setzen ist. 

n 

Lässt man d und i9 unendlich klein werden und setzt zur Verein- 
fachung : 

Ac8& 



n 



T^ = 1, 



SO ergiebt sich: 



fi=ao m=rx 



/(2m + i>rr\ 



^A — p — ; 

worin 

Diese Reihe convergirt gut für die Punkte im Innern des Cylinders; sie bleibt 
auch für die Punkte des Cylindermantels convergent, jedoch ist die Conver- 
genz da keine starke. 

Unter der Voraussetzung eines unendlich langen Cylinders ergiebt 
sich entweder auf gleichem Wege direct, oder durch einen Grenzübergang 
aus (7.) 

(8.) „ = ilv.cos(«.,)/-^iBC|^!HCl!)^rf|. 



Eine specielle Annahme, wie die hier gemachte Ober die Lage der Elektroden 
ist rar die Behandlung des Problems zwar nicht wesentlich, sie vereinfacht 
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aber die Ausdrücke. Nimmt man als zweites Beispiel an, die beiden Elektroden 
liegen in der Mittelebene des Cylinders, und ihre Coordinaten seien (p = ±(^y 
r = 1, j5 = 0, so ergiebt eine der eben durchgeführlen ganz ähnliche Betrachtung: 

/'mnr\ 

ft\\ ^ !■ 8inCiia)8inC«<3rO . « £, 2, ^^ ß ^ ^ - r \ . / \ »wns 
(9.) u = 2^r" "^-^ — \-LLj^2j^ 2,m — 7-^^— sln(wa)sln(w<p)cos-5— 
Ffir ein unendlich kleines ß verschwindet der zweite Theil dieses Ausdrucks, 
und der erste ergiebt, fibereinstimmend mit dem von Herrn Kirchhoff gefun- 
denen Resultat für die Strömung in einer kreisförmigen Platte: 

_ ., 1 — 2rco8(a + y ) +^* 
" "" ^^^ i-2rcosCa^HV"' 

Hinsichtlich der Stellung, welche bei diesen und verwandten Problemen die 
Bessehchevi Functionen einnehmen, ist hervorzuheben, dass dieselben keines- 
wegs zur Darstellung willkürlicher Functionen auf der Cylinderflfiche ange- 
wandt werden, dass dieselben also von diesem Gesichtspunkt aus nicht den 
Kugelfunctionen analog sind. Sie spielen vielmehr dieselbe Rolle, wie bei 
den entsprechenden Problemen der Kugel die Potenzen des Abstands vom 
Mittelpunkt. 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass sich mit Zuziehung der 
Besselschen Functionen Y^^^ auch der Fall eines Hohlcylinders oder der, wo 
an einer mit der äusseren Oberfläche concentrischen Cylinderfläche eine Po- 
larisation stattfindet, in ganz ähnlicher Weise behandeln lässt. Ich fibergeho 
indess die nähere Ausführung dieser Fälle, da einer Anwendung auf wirk- 
liche Beobachtungen bis jetzt noch die schlechte Convergenz der Entwicke- 
lungen gerade an der Oberfläche, wo die Beobachtungen am leichtesten aus- 
zuführen sind, im Wege steht. 

Zürich, im Mai 1872. 
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Ziir Theorie der linearen Complexe. 

(Von Herrn Pasch in Giessen.) 



i^ur analytischen Repräsentation der Geraden im Räume dienen be- 
kanntlich die Verhältnisse von sechs Grössen, zwischen denen eine homogene 
Gleichung zweiten Grades besteht. Der Zusammenhang zwischen den drei 
Arten räumlicher Coordinaten, denen des Punktes, der Ebene und der Ge- 
raden, wird am einfachsten, wenn man die zu Grunde liegende Gleichung 
zwischen den Coordinaten 

einer Geraden x in der Form 

(1.) yiy4+y2y5+y3Xe = 

annimmt. Wählt man nämlich auf x irgend zwei Funkte, {cL^azCt^a^) und 
{ßiß2ßzß\)'i und legt durch x irgend zwei Ebenen, {fliaxa^a^) und (61626364)9 
so werden die Coordinaten der Geraden sowohl durch die Gleichungen 

9X4 = a3Ä--«4/5j9 9X5 = «4/32 — «2/349 9Xg = «2/?3-«3/52 

— als „Strahlencoordinaten^^ — , als auch durch die Gleichungen 

oxi = a364--a463, 0x2 = «462—0264, 0X3 = 0263—0362, 
0x4 = O162— O261, axs = 0163—0361, ax^ = 0164—0461 

— als „Axencoordinaten^^ — definirt, wobei q und a willkürliche Facloren 
sind. Diese Coordinaten befriedigen die Gleichung (1.), und umgekehrt weiss 
man, sobald Xi-^-Xg dieselbe erföUen, Punkte oder Ebenen zur Bestimmung der 
Geraden x zu finden. 

Der Zusammenhang zwischen Punkt- und Liniencoordinaten in der 
Ebene, Punkt- und Ebenencoordinaten im Räume wird durch die Gleichung 
begründet, welche die vereinigte Lage der dualistisch nebeneinanderstehenden 
Elemente ausdrückt. Ebenso erhalten diejenigen Aufgaben, bei welchen räum- 
liche Liniencoordinaten zusammen mit anderen auftreten, ihren eigenthümlichen 
Charakter durch die Gleichungen, welche ausdrücken, dass zwei Punkte mit 
einer Geraden in derselben Ebene liegen, oder dass zwei Ebenen durch den- 
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selben Punkt einer Geraden hindurchgehen. Im Folgenden sollen gewisse 
elementare Aurgaben dieser Art behandelt und sodann die Untersuchung auf 
die Complexe ersten Grades und Gruppen von solchen ausgedehnt werden; 
und zwar in dem Sinne, dass die Coordinaten ri.-.Te als selbstständige Grössen 
auftreten und die Form 

y 1 y* T" X2 Xs T" ^3 Xo 

mit den übrigen vorkommenden als simultane Form verbunden wird. — Die 
dadurch erlangten Resultate bilden die Grundlage fflr die Behandlung compli- 
cirterer Fragen aus der Theorie der Liniencomplexe *). — Vieles bereits in 
anderen Arbeiten ^) Erörterte musste des Zusammenhanges wegen nochmals 
entwickelt werden. 

Die eingehendste Erörterung findet die aus linearen Gomplexen ge- 
bildete dreigliedrige Gruppe. Der darauf bezflgliche Theil ist als eine Er- 
gänzung der Theorie der Flächen zweiter Ordnung oder Klasse zu betrachten, 
indem bei dieser Gelegenheit die Erzeugung durch gerade Linien, respective 
lineare Complexe, den Ausgangspunkt der Betrachtung bildet. Als Aus- 
artungen treten dabei nicht der Kegel zweiter Ordnung und die ebene Curve 
zweiter Klasse auf, sondern es reicht schon eine einzige Bedingung dazu hin, 
um die Fläche in ein Ebenenpaar, resp. in ein Punktepaar überzufahren, 
woran sich dann noch weitere specielle Fälle anschliessen. 

§. 1. 

Allgemeine Bemerkungen. 

1. Bedient man sich fflr die Determinanten zweiten Grades aus zwei 
Werthsystemen ffio^^^s^«) ßißiß^ß* der Bezeichnungen: 

80 ist die Determinante 

±«i/?2y3<J4 = -2^+^, J2«3Ä = 3 (a/9)^(y(J)^+„ 



*) Vgl. die Habilitationsschrift des Verf.: „Zur Theorie der Complexe und 
Congruenzen von Geraden/ Giessen, Mich. 1870. 

**) Ich nenne besonders die Abhandlung des Herrn Cayleu: „On the six C!oor- 
X dinates of a line,"" Trans, of the üambr. Phil. Soc. Vol. XL Part H. 1868. — Auf 
die Artikel dieses Aufsatzes wird in der Folge Bezog genommen. 

14* 
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und dies fährt zu der bekannten Identität: 

= 0^{<^ß), («Ä^+3 = («/?)i («A4 + («/3)2 (aß), + {aß), {aß\ . 

Dabei ist ein Index von der Form ^ + 6 (X = 1...6) immer durch den Index 
X zu ersetzen. 

Sind iki'k' die Zahlen 12 34 in einer solchen Reihenfolge, dass die 
Determinanten 

{ctß)ik = € (aß)^ , (yS\.j, = e {yd)^^ 3 , wo « = ± 1 , 

adjungirt sind, so wollen wir auch die Indicespaare ik, i'k' und die Indices 

li, u + S „adjungirt'^ nennen. 

2. Die sechs Determinanten (aß)^ kann man bekanntlich, woCem nur 

ihre Verhältnisse in Betracht kommen, durch die adjungirten Determinanten 

(ö6)i,+3 ans zwei anderen Werthsystemen a, b ersetzen, welche die Bedin* 

gungen 

i:a,a, = i:a,ß, = 2b,a, = £b,ß, = 

% % i i 

erfüllen. Diese, sowie einige spatere Betrachtungen, sind auf ein wichtiges 
Reciprocitdtsprincip ^) zurflckzuführen, nämlich das folgende : 

Die Verhältnisse der (J) Determinanten k^ Grades {k<Zn) aus einem 
Systeme 



(hl 

• 


• 


. • • 

• • • 


»2, 


ff« 


«« 


• • • 


0*« 



kann man stets durch die Verhältnisse der adjungirten *^J Determinanten 
Xten Grades (A = ii— &) aus einem anderen Systeme 



*^n •''12 • • • ^1« 



• • • • 



ersetzen. Zu diesem Zweck ist es nothwendig und hinreichend, die x den 
folgenden k.l Bedingungen zu unterwerfen: 



*) Dasselbe ist (in allgemeinerer Fassung) von Herrn Brill ausgesprochen und 
bewiesen worden: Mam. Annalen Bd. IV. S. ö30. 

**) In Bezug auf die Determinante £±a^^a^^...akkX^^k■^^X2.k+7^^'Xl^n^ 
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Vorausgesetzt wird, dass weder die Determinanten k^^ Grade» aus den a noch 
die Determinanten V^ Grades aus den x sämmtlich verschwinden. 
Zum Beweise fährt man r^ wiltkürliche Grössen 



tfpi Vpi ••• Vpn (/^ ==!...&) 
ein und drückt dann die im Satze ausgesprochene Proportion durch die in 
Bezug auf die b und die y identisch zu erfüllende Gleichung: 

-5*+ an 022 . . • ÖU^l,*+l ^2,ib+2 • • • ^1» • -^'+^11^22 • • . ytt^l,Jfc4-lip2,*+2 • • • ^Xn 



.T|i. . .Xi^ 


^11 • "^Ifi 




yii'^Hm 


öll . . . öl» 


• • • • • 


• • • • • 


X 


• • • • • 


• • • • • 


^Xl^'-^ln 


bxi'" bi^ 




y*! • • • t/kn 


öibl . . . Okn 



aus; indem diese nur dann bestehen kann, wenn jede Determinante k^^^ Grades 
aus den b (oder Ar^^° Grades aus den y) auf beiden Seiten denselben Coeffi- 
cienten hat. Diese Gleichung kann man folgendermassen schreiben: 

^auyii . . . -2*0« y^i 2:bu y i^ . . . J:bu y^ 



^a^yti . . . ^üi^ y,i Sb^ y« . . . 2bxi yki 
2: au Xii . . . -2*0^ Xii JSbii ^li • • • ^bu x^ 



• • • • ■ 



2biiXii...2:biiXii 

• • • • • 

2buXii...JSbjnXii 



Sa^ Xu... JSuti xii 2bii xxi . . . 2:bii xu 

(wo in Bezug auf % von 1 bis n summirt wird); und die Determinante linker 
Hand reducirt sich in der That auf das rechts stehende Product, wenn die 
k.l Summen ^la^iX^i verschwinden. — Umgekehrt: die Identität der beiden 

Ausdrücke erfordert, da die Elemente der k ersten Zeilen und der l letzten 
Colounen auf der linken Seite wie willkQrliche Grössen betrachtet werden 
können, das Verschwinden aller derjenigen Elemente, welche zugleich den l 
letzten Zeilen und den k ersten Colonnen angehören, d. h. der k,X Summen 

3. Für Systeme von je sechs Grössen sollen deutsche, für Systeme 
von je vier Grössen dagegen lateinische oder griechische Buchstaben benutzt 
werden, und zwar im Allgemeinen je nachdem sie Ebenen oder Punkte re- 
präsentiren. Ein Punkt wird ^ heissen, wenn säino Coordinaten '^i^i^i^^ ge- 
nannt sind, u. s. w. 

Sind demgemäss Xi-.Xc die Coordinaten einer Geraden x? a{aY...a^) 
und ß{ßi...ß^) zwei ihrer Funkte, a(ai...a4) und b[bi...b^) zwei ihrer Ebenen, 
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SO kann man die x nach Belieben definiren durch die Gleichungen 

() X^ = (aß)^ oder ax^== C«6)/i+3 (^w = 1 . . . 6). 
Zur AbkOrzung sollen noch die Ausdrücke 

1=4 Jr=6 

JS a^a rmil a„, ^XMh+^ mit (r, 9) 

•■=1 k-=-l 

bezeichnet werden. Es ist dann die Form 

i-f "-^ = i-F"'^ = ('' " = C' ')• 

I 4. Das Verschwinden der Form (x, r) ist die Bedingung dafflr, dass 

die Grössen Xi«..X6 die Coordinaten einer Geraden darstellen. Sieht man von 
dieser Bedingung ab und betrachtet also die x als völlig beliebige Grössen, 
so kann man denselben in der Linien -Geometrie die Bedeutung von Coor^ 
dinaten eines linearen Complexes beilegen. Wenn nämlich zwischen den 
laufenden Liniencoordinaten ® eine lineare Gleichung (x, ®) = angenommen 
wird, so bilden die ihr genügenden Geraden ® nach Plücker einen Linien- 
complex ersten Grades, und die Coefficienten Xi.-.Xe nennt man die Coordi- 
naten dieses Complexes*). 

Jede Gerade ist als ein „specieller^^ linearer Complex anzusehen und 
hat in diesem Sinne eine Gleichung. 

5. Wenn zwei Geraden x? 9 sich schneiden, so ist bekanntlich 

ix, 9) = 0. 
Die Geraden |>, welche die Gerade x schneiden, sind demnach die Linien des 
speciellen Complexes x. 

Aber auch dann, wenn die Grössen X) 9 zwei beliebige lineare Com- 
plexe vorstellen, hat die Gleichung (x, 9) = eine geometrische Bedeutung. 
Von zwei durch die Relation (x, 9) = verknüpften Complexen sagt man, 
dass sie in Involution liegen**). 

Die einem linearen Complexe angehörigen Geraden sind die mit ihm 
in Involution gelegenen speciellen Complexe. Zwei einander schneidende 
Geraden sind zwei in Involution gelegene specielle Complexe. 

*) Klein, Inauguraldissertation (Bonn 1868) S. 20, Math. Ann. Bd. IL S. 368. 
**) Diese Benennung und die geometrische Bedeutung giebt Herr Klein, Math. 
Ann. Bd. IL S. 201 (vgl. unten Art 24). Daselbst ist auch fttr die Grösse 4(;, ;) der 
Name „Invariante des Complexes ;^. fUr die Grösse (;, ^) der Name „simultane In- 
variante der Complexe jr, \f^ eingef&nrt. 
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§. 2. 

Die Normalform der Gomplexgleiehungen. 

6. Eine lineare homogene Relation zwischen sechs Grössen ^i...X69 
welche identisch besteht, sobald die x irgend welche unter der Form 

(cf/9)i2, {ctß\^^ . . . oder (06)34, (a6)«, . . . 

darstellbare Werthe haben , besteht überhaupt fflr beliebige. Werthsysteme x. 
Wir dCirfen daher die Coordinaten eines linearen Complexes, so lange die- 
selben nur linear in die Rechnung eingehen, symbolisch als Coordinaten einer 
Geraden schreiben. 

Anders verhält es sich mit Gleichungen höheren Grades zwischen den 
X. Der Gleichung «*«"* Grades {n>2) 

F(x,...Xe) = 

wird von einer dreifachen Mannigfaltigkeit von Geraden Genflge geleistet; 

diese bilden nach Plücker einen Complex n^^^ Grades. Wenn eine solche 

Gleichung identisch besteht, sobald die x Coordinaten einer Geraden sind, so 
ist nothwendig 

^ F= ~}(x,x).ilf, 

wo M eine Form »—2*" Ordnung in den x, also mit (^5 ) Coefficienten 
bedeutet; und es brauchen nur gewisse C^X )^(^^ ) lineare Verbindungen 

der Coefficienten von F zu verschwinden. 

7. Man kann daher fragen, ob zu jeder Form F stets eine Form M 
sich so bestimmen lässt, dass der Ausdruck 

F+i(x,x)itf 

identisch Null wird, sobald er fflr alle speciellen Complexe verschwindet. Dies 
wird in der That durch die von Herrn Clebsch*) eingeführte Normalform 
der Complexgleichungen erreicht. Derselbe bezeichnet nämlich mit JF fol- 
genden Process: 



^h^h Öft^h ^h^h 

und nennt unter den verschiedenen Formen 

F+i(x,x)iJf, 
welche, gleich Null gesetzt, einen und denselben Complex repräsentire n, diejenige 



*) Math. Annalen Bd. U. S. 1. 
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(F') die Normalform ^ für welche 'die Form n — 2^^^ Ordnung JF identisch 
' verschwindet, zwischen deren Coefficienlen also gewisse C*^ ^ lineare Be- 
ziehungen bestehen. Es zeigt sich, dass diese Normalforni F' völlig bestimmt 
isl, und zwar wird 

1. n + i "^ 1.2 (ii + l)w i.2.3 (n + l)ii(n-i) "^ ' 

WO J^F=^{^F) u. s. w. Wesentlich ist dabei, dass dieselbe Normalform 
herauskommt, von welcher den Complex darstellenden Gleichung man auch 
ausgehen mag. 

Ist nun eine Form F gegeben, welche für alle Geraden % verschwindet^ 
welche also durch (y, y) iheilbar ist, und will man ihre Normalform F' bilden, 
so braucht man nur die Normalform von zu bilden, d. h. F' = 0. Aus der 
über F gemachten Voraussetzung folgt daher das identische Verschwinden der 
Normalform 

F' = F+i(jf,jp)Jf. 
Setzt man in dieser Form alle Coefficienlen gleich Null, so erhält man (^ 5 ) 
Gleichungen, welche nur C* 5^^)— ('* 5^^) selbstsländige reprfiserWren. 

Ebenso schliesst man daraus, dass zwei Formen für alle Geraden ^ 
übereinstimmen, auf die Identität ihrer Normalformen. — Beim Beweise einer 
Identität kann man die Grössen $ symbolisch als Coordinaten einer Geraden 
schreiben, so lange man mit Normalformen operirt. 

Zu beachten ist indess, dass das Froduct zweier Normalformen im 
Allgemeinen nicht wieder eine Normalform ist. Sind nämlich F und G irgend 
zwei Formen »^«^ und /?*«» Grades, so findet man: 

(2.) ^(F.G) = F.^Ö4-G.^F+^^^, 



J{F'.G') = £ 



und ffir die Normalformen F' und G' ergiebt sich also nicht J {F'G') = 0, 
sondern : 

dP dG' 

I 

Liegt also in irgend einer Form die Gleichung desjenigen Complexes 
{n+p)^^ Grades vor, welcher in die Complexe F=0 und G = zerfällt, so 
zerfällt ihre Normalform im Allgemeinen nicht in das Froduct der Normal- 
formen F' und G\ sondern sie ist irreducibel. 
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8. Werden weitere Veränderliche 91...90 eingeführt und die Ablei- 
tungen 

-Q- mit «5*^.3 (ft = 1...6) 
bezeichnet, so ist der Ausdruck 

die lineare Polarfunction von F. Beschränkt man sich auf solche j, welche 
(y, j) zu Null machen, so ist jede Form F+\{x^tc)M mit F äquivalent, und 
es existirt in diesem Sinne eine einfache Mannigfaltigkeit von Polaren 

wo M als willkürlicher Parameter auftritt. Diese Ausdrücke repräsentiren 
nach Plücker*) die zweigliedrige Gruppe der linearen Polarcomplexe der 
Geraden ic in Bezug auf den Coraplex F. 

Unter der Gruppe von Polaren ist diejenige, in welcher {n+i)M=-'JF 
ist, dadurch ausgezeichnet, dass ihre Normalform (als Form in y betrachtet) 
mit der linearen Polarfunction der Normalform von F übereinstimmt. Für 
jede beliebige Form F ist nämlich 

und für die Normalform F' ist JF'=^0, folglich ^(g',9) = 0, d. h.: die Po- 
lare der Normalform ist wieder eine Normalform in y**). Nun besteht aber 
(g',9) aus 

und Gliedern, welche durch (^, ^) theilbar sind, und ist demnach die Normal- 
form des angegebenen Ausdruckes. 

Wenn F für alle Geraden y verschwindet, so verschwindet die Polare 



*) Neue Geometrie des Raumes (1868 u. 69) S. 293. 

**) Die Polaren beliebiger Ordnungen (/p) der Normalform F' sind Normalformen 
in f und t); sie erfüllen aber ausser den hierzu erforderlichen Bedingungen noch die 
folgende : 

Journal fGr Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 15 
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ebenfalls für alle Geraden, die Normalform dieser Polare sogar identisch. — 
Wenn F und G für alle Geraden ^ fibereinstimmen, so stimmen die Polaren 

für dieselben überein, und die Normalformen dieser Polaren sind mit einander 
identisch. 

§. 3. 

Ebenen und Punkte einer Geraden. 

9. Ist eine Gerade ic gleichzeitig durch zwei ihrer Punkte, X und f/^ 
und durch zwei in ihr sich schneidende Ebenen, / und m^ gegeben, derart dass 

so können die Coordinaten in folgender Weise angenommen werden: • 

(3.) j, = {lul = (/iii).+3 . (r = 1 . . . 6) 

Dass zwei Punkte a^ ß mit der Geraden r in einer Ebene enthalten sind, wird 
dann durch das Verschwinden der Determinante 

a^ft^a^a^ li I2 h h 
ausgedrückt. Man kann dieselbe leicht nach a und ß ordnen: 

WO die Indicespaare ik, fk' adjungirt sein sollen (Art. 1). 

Die Coefficienten von ßißiß^ß* in r sind die Coordinaten der Ebene, 
welche durch die Gerade ^ und den Punkt a zugleich hindurchgeht. Diese 
Ebene soll mit J5(j,a), ihre Coordinaten*) mit jei(j:,«), ^2(^,0) u. s. w. be- 
leichnot werden, so dass 



i'=^±ai/?2^3.^4 = 



= ia^fi — fn^lß 



♦) DtoBolbon hat künilioh Herr Cayley (Math. Ann. Bd. IV., S. 568) angegeben; 
vgl. Ruoh Art. 17. 18 der oben genannten Abhandlung. 
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10. Die Grössen E sind durch die Identität 

t r 

definirt, aus welcher sich sofort ihre Grundeigenschaflen 

J:ß,E,{i^, «) = -JSa.E.iic, ß), -S«,£,(v, «) = 

• • • 

ergeben. Die letzte Gleichung sagt aus, dass der Punkt a in der Ebene 
-E(y, a) enthalten ist. 

Wenn man li*^ = l, li*^ = setzt für k^i, so bedeuten ^o^w^3)^(4) 
die Eclsen des Coordinaten-Telraeders, und es wird: 

(/m)« = £,fe !<*)) = - JE, (y,,^W). 

Die Ausdrücke E sind linear sowohl in den a als in den j:. Ordnet 
man sie nach den a, so sind die Coefficienten die Coordinaten der Ebenen, 
welche durch je und die Ecken des Coordinaten -Tetraeders hindurchgehen. 
Ordnet man sie nach den j:, so sind die Coefficienten die Coordinaten der 
Geraden, welche den Punkt a mit jenen vier Ecken verbinden; es ist nämlich 

wo 

fti" = («, ^%, also (a<*>, a^*'>) = 0. 

11. In analoger Weise ordnet man die Determinante 

/»• A2 /»j A^ 

deren Verschwinden aussagt, dass die beiden Ebenen a, b durch denselben 
Punkt der Geraden ic hindurchgehen, nach den b. Dann sind die Coefficienten 
die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden ^* mit der Ebene a. Diesen 
Punkt nennen wir /7(j:, o), seine Coordinaten i7i():, a), ITzix^a) u. s. w., 
so dass 

^3(T9ö) = öi."3-ö^^3 = -2a<(i^a)ö = air2+»2T6 * -«4X4, 

774 (x, a) = aiti^—üf^U = -S'a.CÄ/i)« = a^Xz — aiXi^ ü^Xa * . 

Die Formen U entstehen aus den E durch die Vertauschung der In- 
dices von ^|... mit den adjungirten. Nach der Definition ist 

^bin,{x,a) = ^ic,(ab),, 
:Sb,n,{x,a)^-2:a,n,{j^,b), 2a,n,{x,a)^0. 

15* 



C = -2" + 0| 62 /j fii4 = 



bi bi 63 64 



= axb^—a^bi = 2: (a6)r je,., 
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12. Wenn der Punkt a der Geraden x angehören so!!, so mässen 
die Coordinaten der Ebene £(y, «) verschwinden, und es ergeben sich also 
die vier Bedingungen: 

(4.) £,(r,a) = 0, E,{x,ci) = 0, £,(y,a) = 0, E,ix,a)=0. 

Diese Gieichungen kann man auf doppelte Art deuten. Einerseits 
sagen sie aus, dass der Punkt a in jeder der vier Ebenen liegt, welche die 
Ecken des Coordinaten -Tetraeders mit der Geraden x verbinden; anderer- 
seits, dass die Gerade x die vier Geraden schneidet, welche den Punkt a mit 
jenen Ecken verbinden. 

Aehnliches gilt von den Bedingungen, welche bestehen nofüssen, wenn 
die Gerade x in der Ebene a liegen soll: 

(5.) /T,(y, a) = 0L^i7,(r,a) = O, i73(r,o):=0, y7,(y,a)=0. 

Für beide Aufgaben haben wir vier Bedingungen*) erhalten, welche 
sich allerdings auf je drei reduciren wegen der Relationen 

JS"«, E, (x, a) = 0, ^a, 77, (r, a) = 0. 

Man weiss aber, dass nur je zwei Bedingungen erforderlich sind. In der 
That stehen die Gleichungen in mehrfacher Abhängigkeit. Dieser Gegenstand 
kommt mit einer Reihe ähnlicher Fragen im folgenden Paragraphen (Art. 15) 
zur Erledigung. 

§. 4. 

Relationen Zwischen den in §. 3 eingeführten Ausdrücken. 

13. Indem man die einfachen geometrischen Beziehungen zwischen 
der Geraden, ihren Punkten und den durch sie gehenden Ebenen mit Hilfe 
der im vorigen Paragraphen eingeführten Ausdrücke algebraisch darstellt, ge- 
langt man zu Relationen zwischen den Coordinaten der genannten Elemente, 
welche auch dann noch bestehen, wenn an Stelle der Liniencoordinaten ganz 
beliebige Grössen treten. 

Mit Beibehaltung der Bezeichnungen des Art. 9 ist 



= 0, 



ffl Ct2CCiCt^ 


dl (h Oj f** 


A»| At2 ^3 A^ 


h k h /« 


fllflifhlLlt 


mim>mim^ 



^) Dieselben finden sich bereits bei Cayley, Art. 9. 10. 
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d. h.: die Form zweiten Grades in x 

2:£,(x,c)i7,(T,a) 

verschwindet, sobald die x eine Gerade vorstellen. Es ist dies der Ausdruck 
daffir, dass dann jeder Punkt /7(x, a) in jeder Ebene E{x^a) gelegen ist. 

Um die Betrachtung des Art. 7 anzuwenden, nehmen wir den dort 
definirten ^-Process an 2Ei{xoL)n^{i^a) vor. Nach (2.) ist: 



OCi 0^2 0^3 Ct^ 

1 000 



= a^—aiCCi. 



oder (nach Art. 10. 11) 

Ol (h ^3 ^4 

100 
Demnach wird 

J{:SE,{ica)n,{ica)) = 3a„. 

Die Normalform des dem z^-Process unterworfenen Ausdruckes muss identisch 
verschwinden; das giebt: 

(6.) ZE,{x,a)n,{y,a) = \{hx)a^ 

oder nach Art. 10. 11: 

2:a,n,{x, E{ya)) = 2:a,E,{x, n{xd)) = ~i(x, ?)a„. 

Hierin sind die einzelnen Gleichungen *) 

(7.) 77,(y, E{xa)) = -i(x, x)«o E,{x, n{ya)) = -i(?, x)a, 

(i=l, 2, 3, 4) enthalten. 

14. Bildet man die Polaren (Art. 8) beider Seiten der Identität (6.), 
so kommt: 

(8.) :SE,{xa)n,{^a)^-2E,{^a)n,{xa) = ():,9)a,. 

In der That muss bei gleichzeitigem Bestehen der Gleichungen (4.) und (5.), 
d. h. wenn a ein Punkt, a eine Ebene der Geraden ;: ist, sich a« = ergeben. 
Die Formel (8.) kann auch derart bewiesen werden, dass man die 
;:, 9 als Coordinaten von geraden Linien schreibt, also die ;: durch die 
Werthe (3.) ersetzt und die 9 ebenso durch Grössen t, ni ausdräckt (Art 6). 
Sie ist dann folgendermaassen zu schreiben: 



Habilitationsschrift S. 12. 
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(9.) - 






4W4--^14 0^4 '4 ^41 



= ttailmtm!) 



und wird durch Umformung der linken Seite in die Determinante 

tti h fih ^ ^3 

^4 ^4 ^4 ^ ^4 

welche in der That der rechten Seite gleich ist, bewiesen. — Wenn man 
(8.) direct bewiesen hat, so kann man durch Gleichsetzung der v mit den 9 
die Gleichung (6.) daraus ableiten. 

15. Aus den Gleichungen (7.) fliessen die Auflösungen der Systeme 

in Bezug auf die a resp. die a, und zwar mit willkürlichen r^ t] in der Form: 

Direct würde man die Auflösungen folgendermaassen darstellen: 



-iihyf^a^ 



-u -y^ -^6 wi 

^4 ~j:3 ^2 U2 

Te -^2 ri «4 

f?l f?2 ^'s ^4 



2^ 



-lihna, 



->i -Vj -j.*, ^1 



Vi Vi 



Vi 

Vi 



-T* Si 
I4 

'?4 



da die Determinanten beider Systeme den gleichen Werth 



(10.) 



-^4 -Vi ~V6 

V* -yj r^ 

Vi Vi -ri 

IVs -Vi Vi 



-Vi -Vi -Vi 

Vi ->-6 Vi 

V2 V6 -y^ 

Vi -Vi V* 



= i iv, vy 



besitzen. Die Vergleichung beider Darstellangen giebt: 



(11.) 



-V* -Vi -V6 «1 

V* -JTj yj th 

Vi Vi -Vi th 
Ve-Vt Vi 0«4 

<?i <?2 <?3 f?4 



= i(X,y)-2'e,/7,(xw) 
= i():,X)^):*(«e)», 



-^-i -Xj -Vi ii 

Vi ->6 Xs |j 

Xa ->•» ):4 ^« 
Vi Vi Vi V*^ 



=\{v.v)^vßm 

= \{V,V)^Vk{^V)k+i- 




Pasch y zur Theorie der linearen Complexe. 



119 



Die beiden in Bezug auf ^^ i] resp. u, e bilinearen Formen 

stehen in Reciprocität. Bildet man zu den Elementen der Determinante der 
einen Form die adjungirten, so erhält man die mit ^(hy) multiplicirten 
Elemente der andern Determinante. Dies konnte auch unmittelbar aus der 
Theorie der Determinanten *) entnommen und als Ausgangspunkt benutzt 
werden. 

Verschwindet die Grösse (x, y)^ so verschwinden zugleich alle Unter- 
determinanlen dritten Grades aus den beiden Systemen (10.). In diesem 
Falle sind also je drei Gleichungen des Systemes (4.) oder (5.) von einander 
abhängig (vgl. Art. 12). 

16. Die Elemente der Determinanten (10.) sind dicf Coordinaten von 
vier besonderen Ebenen, welche durch ;: hindurchgehen, resp. von vier be- 
sonderen Punkten dieser Geraden (Art. 10. 11). Multiplicirt man aber die 
erste Determinante mit {(xßy^)^ die zweite mit {abcd\ so kommt: 

Eine ähnliche Umwandlung kann man an den Gleichungen (11.) aus- 
fähren. Setzt man in der ersten fär «192^3^4 die Unterdeterminanten dritten 
Grades aus dem Systeme 

<X| 0^2 ^3 ^4 

A Ä A Ä 

Yi 7i Yi Y* 



so ^ommt links: 



Q -r* -Ti -Tg «1 
h h -jr, «j 



tti' Ui «3 0(4 

ßi ß. ßz ß* 

Yi Yi Yi Y* ^ 
1 



n. s. w., nnd man erhält: 

u,E^{va) E,{rß) E,{rY) = iihy)^±«iß2Ys^*ir»), 

± 1, 77, (ra) n, {rb) n, (jcc) = i (h v) ^± »i b, c, £« (xl). 

Die Unterdeterminanten dritten Grades aus den Coordinaten dreier 



(12.) 






*) BaUier, Detenn. in. Aufl. S. 23. 
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Ebenen E{ya), E{yft\ EijY) oder dreier Punkte. /7(^o), n{yh\ n{xc) sind 
somit als Producte dargestellt, welche den Factor (x, x) enthalten. Um die 
rechts stehenden Determinanten in Bezug auf u zu ordnen, beachten wir, dass 

1«! «2 «3 «4 

ßl A Ä ß. 

Vi 7i 73 /4 
und erhalten: 



Ui n2 th ^4 




/i h h h 


— 


f^i ffh tili m^ 





«a «/J «y 
'a '/» iy 

m„ f»4 nt« 



= «« f /?y^,") + «/J (y«^,") + «y («/?A/*), 



(13.) 



2" ± a, /9i p/j /74 (r«) = a„ JS^y* (/?/)h.3+ M/j ■S'x* (y«f )t+3+ «y -S"};^ (a/?)t+3 , 
^±aibiCiE^{x^) = a^2x^{bc)t 4-6j^);t(co)t + Cj J^x* (afc)». 

17. Die Relation (8.) ordne man links in Bezug auf die '^•. 

und ersetze einmal a durch E{xß\ das andere Mal a durch n{xb)\ so folgt 
mit Rflcksicht auf (7.): 



(14.) 



Z^,{Eixa),E{xß)), = (r, 9) -Tr* («/?)*+,- ^(y, j:)^9,(«/3)»+3, 
2;9*(/7(xa), /Z(r6))t+3 = ():,9)2:x*(a6),. - ^ (v, r) -f 9» (fl6)t . 



Die Coefficienten der 9 auf der linken Seite sind das eine Mal die 
Coordinaten der Durchschnittslinie der Ebenen E(xa)^ E{xß)^ das andere Mal 
die der Verbindungslinie der Punkte n(xa)^ n{xb). Diese Linien fallen, 
wenn (x, r) = ist, mit der Geraden x zusammen, d. h. jene Coordinaten 
werden dann den x proportional. Den Factor, durch welchen sie sich von 
den X unterscheiden, ersieht man aus (14.). 

Ohne die allgemeine Bedeutung dieser Formeln zu beeinträchtigen, darf 
man 9* in der ersten durch (a6)*4.3, in der zweiten durch (a/i)^ ersetzen 
(Art. 6). Dann stimmen aber die rechten Seiten mit einander überein, und 
wir erhalten demnach: 



(15.) 



a, b, E.ixa) E.ix/i) 
a, b, E.{xa) Etixß) 
03 63 Ej{xa) Ei{xß) 
a« 64 E,{xa) E,{xß) 



a, ß, n,{xa) n,{xb) 

a, ß, n,{xa) n,{xb) 

«3 ßj n^ixa) Hjixb) 

a, ß, n,{xa) n.ixb) 



= :sx, (ab), . :sxx («/i)i,3 - i (y, x) ^ab), (aß), 
= 2x,iab)^.Sxiiaß')x+3- ^{x, x)ia„bß-aßb„). 



Den Beweis kann man auch führen, indem man die x durch die Werthe (3.) 
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ersetzt und dann die Normalformen bildet. Dabei ist zu benutzen: 



J{E,{iia)E,{icß)) = 



= -(«/?)„ J(E,{icß)E^{ica)) = {aß),, 



CCi Ct2 CC2 0^4 

10 

ßi ß2 ßz ß. 

10 

^(£(y«), E{'^ß)\ = -2 {aß), u. s. w. 

18. Will man die Punktreihe der Geraden ^ durch die Coordinaten ^ 
und einen Parameter (^:/^) symmetrisch darstellen, so hat man die Gleichung 
des beweglichen Punktes in der Form 

iJS'w,/7,(5a) + ^^ii,77,(y6) = 

anzunehmen, wo die u laufende Ebenencoordinaten und a, b zwei völlig 
willkürliche Ebenen sind. Ebenso repräsentirt die Gleichung 

p2lE,{%a) + q:SlE,{xß) = 

das Ebenenbaschel mit der Axe je, indem a, ß willkflrliche Punkte sind. 

Zwischen den linken Seiten der Gleichungen dreier Punkte IT(jca)^ 
77(jc6), i7(jc) oder dreier Ebenen -B(fa), E(icß)^ ^(i7) rauss eine lineare Be- 
ziehung bestehen. In der That folgt aus Art. 16, dass bestimmte lineare 
Verbindungen durch (^, je) theilbar werden müssen. Um dieselben zu finden, 
ersetzen wir in (13.) » durch E(^^), resp. § durch 77(|»). Dann kommt: 

2^, {bc%. 2u, n,{ica)-\- ^?t (ca), . ^«, 77, (56) -}- ^jc, (ab), . ^«, H, (f c) 

= i(jc,j).^±ai6iC,a4, 

^h (/?/)*+3 • ^l E, iica) + :Sic, iya),^,. ^i, E, (icß) + ^^i^ßh^^ . -S-|,£,(r y) 

= i(?,j:)-2:±a./3jy3l4. 
Dies kann auch bewiesen werden aus der Identität: 



(16.) 



b, b, 

Ol c, 






+ 



Ol c^ 
ax a^ 



bx bA 



+ 



ax a^ 
bx 6„ 






= 0. 



Wegen der Bedeutung dieser Formeln ffir die Theorie der linearen 
Transformation verweise ich auf Abschnitt IL der Inauguraldissertation des 
Herrn Klein. 

§. 5. 
Zwei einander schneidende Geraden. 

19. Wenn zwei Geraden ^*, 9 einen Punkt a oder eine Ebene a ge- 
mein haben, so verschwindet die Form (jt, 9). Dies wird auch durch die 

Jouroal für Mathematik Bd. LXX V. Heft 2. 16 
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Identität (8.): 

zum Ausdruck gebracht. — Umgekehrt, wenn (j:, 9) verschwindet, so fällt 
der Schnittpunkt der Geraden x und der Ebene £(9,1) mit dem Schnittpunkte 
der Geraden 9 und der Ebene £7(^, ^) zusammen, und ebenso die durch ^ und 
den Punkt i7(9, ti) gelegte Ebene mit der durch 9 und den Punkt IT{x^u) 
gehenden. Man kann nämlich jene Identität auch in folgenden Formen 
schreiben * 

^ '^ l-Z^,E,(r,/7(9fi))+JS^,£,(9,77(xfi)) = -(x,9)«5' 
Hieraus ergeben sich sofort die Gleichungen sowohl des Schnittpunktes 
als der gemeinschaftlichen Ebene, und zwar werden sie auf zwei Arten dar- 
gestellt : 

= :su,n,{x, £(9^) = :siE,{^, n(xu)) = ^:sE,{^^n,{xu\ 

oder 

= -s:«,77,(9, E(f^) = :siE,{x, n{^u)) = ^^E,{x^)n,{!^u). 

Jede dieser beiden Gleichungen repräsentirt den Schnittpunkt, wenn man die 
§ als willkürliche Grössen, die u als laufende Coordinaten, dagegen die ge- 
meinschaftliche Ebene, wenn man die u als willkürliche Grössen, die | als 
laufende Coordinaten betrachtet. — In Art. 14 ist die Darstellung der obigen 
Ausdrücke in Determinantenform gegeben. 

20. Im Falle zweier sich schneidenden Geraden darf die Form 

^E,(9?)i7;.(rfi) 

wegen ihrer geometrischen Bedeutung sich nur um einen von u unabhängigen 
Factor ändern, wenn man den Punkt f mit irgend einem anderen tj vertauscht, 
und nur um einen von § unabhängigen Factor, wenn man u mit t vertauscht, 
d. h. die Determinante 

2:E,{^§)n,(xu) 2E,{^ri)n,{xuy 

SE, (9^ ) 77, {xf>) :2E,{^ri) n, {xf>) 

muss unter der gemachten Voraussetzung verschwinden. 

Die in Rede stehende Form ist bilinear in | undti. Nennt man a 
den Schnittpunkt, a die gemeinschaftliche Ebene der Geraden x und 9, so ist 
die Form für jeden Werth von ^ durch «„, für jeden Werth von u durch b^ 
theilbar. In der That kann man setzen: 
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wo (> weder von | noch von u abhängt, sobald die obige Determinante ver- 
schwindet. 

Dass diese Determinante Null ist, wenn man hat: 

a-,j:) = 0, (9,9) = 0, (x,9) = 0, 
folgt durch ihre Berechnung mit Hälfe der Formel (15.), welche ergiebt: 

2E, (9^) 77, (ru) 2E, (91?) n, iru) 

n,{^,E(vi)) 77,(9, £(xi)) iT,i^, E iri)) n,(^,E{r^)) 

77,(9,£(y^)) 77, (9, £;(,:,?)) 77,(9,£(x»?)) n,{^,E{n)) 

= -i(>-, J^)^9*(^'?)*+3-2'9i(«e)i- i (9, 9)^X*(l»?)*+3.^j:i(«e)i 
+ i ih y) (9, 9) -S-d»?)! {m), + (y, 9) -2-^* {§ti%^, . :Si), («»), . 

Dieselben Betrachtungen sind anzustellen an der Form 

^£,(y|)77,(9«). 
21. Ordnet man die Form 

^£,(9l)77,(y«) 
in Bezug auf § und u, so erhält man als Coefficienlen die Elemente des 
Producles der Determinanten 



(18.) = 






Xi Xz Xj 





— 94~95~96 


-ri ra-h 


94 


-93 95 


-yj-Xe r* 


95 


93 -9i 


-h ri-n 


9c- 


-h 9i 



und zwar den Coefficienlen von Ui§^^ indem man die f*® Colonne der ersten 
Determinante mit der k^^^ Colonne der zweiten zusammensetzt. Es entsteht 
dann ein System von 4.4 Elementen; die Elemente irgend einer Vertical- 
reibe können als Coordinaten des Schnittpunktes, die einer Horizontalreihe als 
Coordinaten der gemeinschaftlichen Ebene genommen werden. *) 

Die 36 Partialdeterminanten zweiten Grades aus diesem Systeme ver- 
schwinden, wenn (r, ]i) = (p, p) = (]r, 9) = 0, auf Grund der Identität (18.). 
Es ist z. B. die Determinante der Coefficienten von 



'c 



gleich dem Coefficienten des Productes (|i?)i2(wc)i2 in der Determinante (18.), 

*) Auf anderem Wege hat Herr Cauley (Art 14. 16) die Coordinaten des Schnitt- 
punktes und der Ebene berechnet und dasselbe Werthsystem erhalten. 

16* 



124 Pasch, zur Theorie der linearen Complexe. 

§6. 

Der lineare Complex. 

22. Die im YorangegaDgenen eingeführten Ausdrücke und die Be- 
ziehungen zwischen denselben sind bisher nor insofern gedeutet worden, als 
die Iß Liniencoordinaten vorstellen. Wir wollen jetzt annehmen, dass die y 
Coordinaten eines linearen Complezes, also beliebige Grössen sind. Die lau- 
fenden Liniencoordinaten bezeichnen wir mit ®. Dann ist die Gleichung des 
Complezes r: 

(T, ®) = 0. 

Sind a, | zwei Punkte, a, u zwei Ebenen einer dem Complexe an- 
gehörigen Geraden, so ist 

^Tk («^IWa = ^l E, ija) = 0, :Sr, {au), = ^ii, /T, {ja) = 0. 

Demnach bilden die Comglexgeraden, welche durch einen Punkt a gehen, 
ein Büschel in einer Ebene E{xa\ und die Complexgeraden, welche in einer 
Ebene a liegen, ein Büschel mit dem Mittelpunkte 11 {fd). Die Ebene E{y:a) 
nennt Plucker die Polare von a, den Punkt IT{j:a) den Pol von a. Da man 
die j: symbolisch durch die Werthe (3.) ersetzen darf (Art. 6), so bleiben 
alle in Art. 9. 11 gegebenen Ausdrücke für Pol und Polare anwendbar. 

Der Pol der Ebene £(ra) ist der Punkt a, die Polare des Punktes 
IT{xa) ist die Ebene a. Dies ist die Bedeutung der Gleichungen (7.). 

Durch den linearen Complex wird eine Transformation des Raumes 
vermittelt*), bei welcher jedem Punkte eine durch ihn hindurchgehende Ebene 
entspricht, wie sie also Möbius zuerst untersucht hat. Soll umgekehrt eine 
lineare Transformation diesen speciellen Charakter haben, so führt sie zu 
einem linearen Complex. Die Determinante der Transformation ist das Quadrat 
der Invariante des Complexes, =|()r, yf. Die Transformation verliert also 
für den Fall (i\r)=:0 ihre Bedeutung. — Vgl. Art. 15. 

23. Die Polaren aller Punkte einer Geraden 9 (durch die Punkte a, ß 
und in den Ebenen o, b) bilden ein Ebenenbüschel, dessen Axe die zu g conr- 
j^girte Gerade heisst. Dieselbe Gerade ist der Ort der Pole aller Ebenen 
durch g. D« nach (14.): 

2:(^,{K{xa\ Eifii)), = :S^®,(/7(ya), 77(x6)),^3 = (,:, 9)(,:, ®)-i(x, y){Q, ®), 

^) Auf diene Bedeutung des linearen Complexes beziehen sich die Ausführungen 
von PlUvk$r» Neue Ueoui. IS. 30. 31. 52. 80. — Vgl. auch Cayley Art. 51. 
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SO ist die Gleichung der zu g conjugirten Geraden: 

(h 9) ih ®) ~ i (X, y) (9. ®) = 0. 

Diese Gleichung stellt die Bedingung dafür dar, dass ein Complex ® 
die zu g conjugirte^ Gerade enthält, d. h. dass g die conjugirte Gerade zu 
einer Geraden des Complexes ® ist. Sie ist also, wenn ® als gegeben, g 
als veränderlich betrachtet wird, die Gleichung des linearen Complexes ®', 
dessen Geraden zu denen des Complexes ® conjugirt sind. Die Complexe 
®, ®' sind einander in Bezug auf j: „conjugirt.^ Die Invariante des Complexes 

®' ist =i{hrn®,®). 

Sucht man zu einem Complexe der zweigliedrigen Gruppe 1®+/li®' 
den conjugirten Complex, so gehört er der Gruppe an. In dieser Gruppe 
befinden sich zwei specielle Complexe, welche einander conjugirt sind, und 
zwei sich selbst conjugirte Complexe, nämlich der ursprüngliche (;:) und der 
mit j: in Involution gelegene aus der Gruppe. 

24. Aus den beiden Formen, welche in (17.) der Identität: 

gegeben wurden, folgt diejenige geometrische Bedeutung der Involution zweier 
Complexe y^ 9, welche Herr Klein in den Math. Ann. Bd. IV. S. 414 angiebt. 
Jeder Ebene u entspricht ein Pol in Bezug auf ):, dem letzteren eine Polare 
in Bezug auf 9; die Beziehung dieser beiden Ebenen ändert sich nicht durch 
Yertauschung von j: und 9, sobald (>:, 9) = ist. Analoges gilt von Punkten. *) 
Die Identitäten, welche in den vorangegangenen Paragraphen herge- 
leitet worden sind, lassen sich mehrfach deuten, wenn man die ;: als Complex- 
coordinalen auffasst. Es mag indess genügen, auf die Bedeutung einiger von 
ihnen hingewiesen zu haben. 

25. In der Gleichung des Complexes y 

(r, ®) = 
kann man die ® wieder als Complexcoordinaten betrachten; sie stellt dann 
die vierfache Mannigfaltigkeit der mit y in Involution gelegenen Complexe dar. 
Alle diese Complexe lassen sich durch fünf von ihnen, 9£, ?), 3? ^^ ^9 ^^ 



*) Durch zwei in Involution gelegene lineare Complexe (und mithin durch eine 
beliebige lineare Congruenz oder ein Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse) 
wird hiernach eine symmetrische CoUineation im Räume vermittelt, wie sie zuerst 
Möbius (Her. d. s. Ges. d. W. 1856. S. 143) untersucht hat. Bemerkenswerth ist die 
Auffassung dieser Beziehung, welche von den Herren Hermes (dieses Journal, Bd. 67, 
8. 167) und Reye (ebendas. Bd. 69, S. 366) angegeben worden ist. 



126 



Pa$chy zur Tfieorie der linearen Complexe. 



der Form 

P^k+q%+rS^.+s^k + t3B,, (* = 1...6) 

also als 9 fanfgliedrige Gruppe^ darstellen. Durch die fünf Wertbsysteme 
drückt man die Verhältnisse der j: als die Verhaltnisse der Determinanten 
fänften Grades aus. Der lineare Complex j: und die fünfgliedrige Gruppe sind 
als reciprohe Gebilde zu betrachten. *) 

In der obigen Gruppe kommt eine dreifache Mannigfaltigkeit von Ge- 
raden vor, die Geraden des Complexes y^ bestimmt durch eine Gleichung 
zweiten Grades Ä = zwischen den Parametern p, q, r, s, t, wo ^Ä die 
Invariante des Complexes pX+qr2)+r3 + «9S + /SB bedeutet: 

R =pUX,3£) + 2p5r(3e, ?)) + •••• 

Die Bedingung dafür, dass ein Complex ® mit dem Complex j: in 
Involution liegt, d. b. dass er der Gruppe angehört, nimmt jetzt die Form an: 

{y, 0) = -:S'± ®,3e,?)3 34 9S5 8B6 = 0. 
Sechs Complexe, deren Determinante verschwindet, liegen mit einem einzigen 
in Involution. Sind es Geraden, so gehören sie einem linearen Complexe an 
(„Involution von sechs Geraden" nach Sylvester, vgl. Cayley a. a. 0.). 

Die doppelte Invariante des Complexes y wird gleich der negativen 
Determinante der Form R: 

1X3 *4 1X5 iXg 

?)i % % % % % 

3i «üz 03 <04 <05 «Oe 

S5i S82 S8j SJ4 SBs SBe 

aas. aas, aß, as* aß» aSe 

(3e, 1) (3£, 2)) (I, 3) (3E, S) (3E, SB) 

(.% ^ (2), ?)) (?), 3) (2), SJ) (2), 2B) 
(3, 3£) (3, 2)) (3, 3) (3, 33) (3, aa3) 

(SB, 3^ (SB, 2)) (33, 3) («, «) (93, SB) 
(2B, 3E) (S, 2)) (2B, 3) (SB, 93) (5Ö, aß) 

Wenn sie verschwindet, so haben die fQnf Complexe X, % 3, 93, aS eine 
Gerade gemein. (Vgl. Cayley Art. 45.) 



ihr) = - 



dtl Ji'i 



1X4 X5 iX-ö X| X2 Xs 

2)« 2)* 2)6 2)i 2). 2)3 
3« os 06 3i 02 03 

9S4 955 SBe 95, 93, 953 
904 2B5 306 2Bi 9B2 SB3 



L> 



*) Die doppelte Auffassung des Complexes und der Complexgruppen ist in der 
Cbyteyschen Arbeit befolgt (s. bes. Art 35). Von Herrn Klein ist sie erörtert: Math. 
Ann. Bd. ü. S. 369. 
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§. 7. 
Die lineare Congruenz. 

26. *) Die zweifache Mannigfaltigkeit von Geraden (Strahlensystem), 
welche zwei linearen Coroplexen y^ 9 und somit jedem Complexe der ,,zwei- 
gliedrigen Gruppe" 

angehören, bilden eine lineare Congruenz. Die Polaren eines beliebigen 
Punktes a in Bezug auf die Complexe der Gruppe, also die Ebenen 

lE{ya)'\'fxE{^a\ 

gehen durch eine Gerade der Congruenz, die dem Punkte a „entsprechende^^ 
Gerade; ebenso bilden die Pole einer Ebene a eine ihr „entsprechende^^ 
Gerade. 

In der Gruppe Ajc + z/p befinden sich zwei specielle Complexe, be- 
stimmt durch die Bedingung lr = 0, wo 

L = [iT+n^, i-T+t^^) = ^'(y, y) + 2A/i():, ^) + fi\^, 9). 
Diese beiden Geraden werden von allen Strahlen der Congruenz geschnitten 
und heissen die Directricen derselben. Das Product ihrer Gleichungen ist, 
wenn die ©laufende Liniencoordinaten bedeuten: J' = 0^ wo 

^' = (9, y) (9, 9) (9, ®) 
(®, r) (®, 9) 



= j^{®,®)d. 



wenn man setzt: 

ih r) {h 9) (h ®) 
(9. r) (9. 9) (9. ®) 

(@,rt(®,9)(®,®) 

{h y) (X, 9) 



^ = 



(y = 



(9^ y) (h 9) 



Xi y2 ^3 y* ys y^ 

9i 92 93 9* 9« 96 

@, ®2 ®3 ®4 ®5 ®C 

yi y^ ^3 T4 ys y^ 



y* Xs Xc Xl ^2 Xs 

9« 95 96 9i h h 

®4 ®5 ®6 ®1 ®2 ®: 

^4 ^5 Te yi ^2 ^3 

94 96 96 9i 92 93 



9i 9^ 93 94 9» 96 

Die Formen J und d, folglich auch J', sind Combinanten der Gruppe 
Äy-f/ip; wenn man in ihnen ;:, 9 durch A):+/^9, A'^+^'p ersetzt, so verän- 
dern sie sich nur um den Factor (Ä^'— /ei')^. 

27. Insofern die ® Liniencoordinaten sind, repräsentirt auch die Glei- 
chung J = das Product der Gleichungen der beiden Directricen. Aber die 



*) Vor dem Druck dieses Aufsatzes ist eine Abhandlung von Herrn Klein (Math. 
Ann. Bd. V. Heft II.) erschienen, welche (S. 282—285) mehrere §§. 7 u. 12 angestellten 
Betrachtungen bereits enthält. 
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oben gegebene Gleichung 

hat die Eigenschaft, dass sie nnbedingt redacibel ist, auch dann, wenn man 
die ® als Complexcoordinaten auffasst. Im letzleren Sinne sagt sie aus, dass 
der Complex ® eine der beiden Directricen enthält. — In demselben Sinne 
aufgefasst, bedeutet ^ = 0, dass es in der dreigliedrigen Gruppe ^ic + jii^ + r® 
einen Complex giebt, welcher zugleich mit j:, 9, ®, also allgemein mit 
l'l^+u^+r'® in Involution liegt. Dieser Complex ist selbstverständlich ein 
specieller. 

Uebrigens ist weder J noch J* in der Normalform, als Formen in ® 
betrachtet. Der ^-Process, auf die zweite angewendet, giebt —2d, da er 
bei den Grössen (j, @) (9, ®\ i y, @)^, (9, &y zu den Werthen (5, 9) , (j, j), 
(9,9) führt. Die Normalform ist also: ^ -!(©,©)(?. (Vgl. Art. 7 extr.) 

28. Die Grösse d ist die Discriminante der Gleichung L = 0. Ver- 
schwindet dy so fallen die Directricen der Congruenz in eine Gerade zu- 
sammen. Die beiden Formen Jy J* sind dann mit einander und der Normal- 
form identisch und stellen, gleich Null gesetzt, das Quadrat der Gleichung der 
Directrix dar. 

Ist L identisch Null, d. h. zu gleicher Zeit 

1^1 9.^ (,y, jr> = 0, (y, 9) = 0, (9, 9) = 0, 
so sind alle Complexe i^-rftp specielle Complexe; sie bilden ein Sirahlen- 
bflschel in einer Ebene m mit einem Mittelpunkte c^ so dass man ;:& = («'0)4+39 
9^ = (ir6\^3 setzen kann, wo a und 6 zwei durch «^ gehende Ebenen sind. 
Die Berechnung von m und | ist in §. 5 erörtert worden. — Die Congruenz 
lerfillt jetzt in zwei Sirahlensysteme; das eine umfasst die Geraden der 
Ebene m« das andere die Strahlen des Bündels §. Um die Zerlegbarkeit des 
Systemes der die Congruenz reprisentirenden Gleichungen 

^20,> l^®^ = 0, (9,®) = 0, (®,®) = 

oder 

-i^GÄ* \,m\ = 0, ^®k{9tb), = 0, (®, ® ) = 

zur Anschauung zu bringen, bedient man sich der Identität (16.): 

nnoh wolchor «us jenen drei Gleichungen die reducible Gleichung 

-i®iloA)i.-5'®*(t»c), = 
M$\s Auf dio iSerlegbarkoit des Systems (20.) werden wir bei einer späteren 
(}t«lt>irt»nht^il (An, AI) zurückkommen. 
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29. Fasst man die ® als Complexcoordinaten auf, so r^präsentiren 

die Gleichungen 

():,®) = 0, (9,®) = 

die dreifache Mannigfaltigkeit der mit den Complexen A^-f.u^ in Involution 
gelegenen linearen Complexe. Diese letzteren bilden eine ,,yiergliedr]ge 
Gruppe^S d- ^' ^^ lassen sich durch drei Parameter {p : q : r : s) in der Form 

(21.) pH+q^+r^+sSß 
darstellen. Die zweigliedrige Gruppe ^):+^9 und die viergliedrige Gruppe 
/'3£+ 99+^3+^^ ^^^^ ^^^ reciproke Gebilde zu betrachten; jeder Complex 
aus der einen liegt in Involution mit jedem aus der anderen. — Nach Art. 2 
darf man die 15 Determinanten zweiten Grades aus dem Systeme 

Xi X2 ^3 )^4 5^6 5^6 

9i 92 93 94 96 96 
durch die adjungirten Determinanten vierten Grades aus dem Systeme 

3E4 3c5 dte 3ci X2 *3 

% % % % % % 

(04 (05 c06 cOi 3^ 33 

»4 »5 SBe »1 S82 333 

ersetzen. Diese 15 Grössen, zwischen denen 6 Beziehungen stattfinden, 
kann man als ,,homogene Coordinaten der Congruenz^^ auffassen, in der- 
selben Weise, wie die Liniencoordinaten aus Punkten und Ebenen gebildet sind *)• 
Unter der Gruppe (21.) befindet sich eine doppelte Mannigfaltigkeit 
von Geraden, die Geraden der Congruenz, bestimmt durch die Bedingung 

^ = 0, wo \Q die Invariante des Complexes pX+5'?) + ^3+*® bedeutet: 

Q =p^(3e,I)+2;.9(3e, ?))+.•.. 
Dadurch wird das Strahlensystem auf eine Fläche zweiten Grades ^ = 
(indem pqrs Punktcoordinaten vorstellen) eindeutig bezogen. Jedem Punkte 
der Fläche entspricht ein Strahl des Systemes, einem ebenen Schnitt der 
Fläche ein in dem Strahlensystem enthaltenes Hyperboloid; dem Schnitt einer 
Tangentialebene entsprechen zwei Strahlenbüschel, den beiden Arten der 
geradlinigen Erzeugung die Directricen der Congruenz. (Vgl. den folg. Art.) 

30. Die Complexe der Gruppe (21.) haben zwei gerade Linien mit 
einander gemein, die Directricen der Congruenz Iji+fi^. Um das Product 

*) S. Clebsch, Gott. gel. Anz. 1869 S. 1575 und neuerdings in der Abhandlung: 
Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, Gott. Abb. Bd. XVII. 1872. 

Jonrnal mr Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 17 
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ihrer Gleichangen {J' = 0) durch die Grössen 3£, % 3^ SS auszudrücken, be- 
zeichnen wir zur Abkürzung den CoefGcienlen von X;^ in der Determinante 

mit ®'jt^i und erhalten mit Anwendung des Satzes in Art. 2: 



(9^ x) (9, 9) 

(®,x)(®,9J 

ebenso : 



9l 92 93 94 96 96 
®1 ®2 ®3 ®4 ®6 ®C 



Xt Xi Xü Xi X2 X3 

9« 9» 96 9i h 93 



= ^±9.®.3E,?)4355J6=(9,®')» 



folglich: 



(r, r)(3c, 9) 
(®, X) (®, 9) 



= (r, ®'), 



C®', r) (®', 9) 
(®, X) (®, 9) 



= (®', ®'), 



J' = (r, ®) 



(9^ 5f)(9^ 9) 
(®, )c) (®, 9) 



-(9,®) 



ix, x){x, 9) 
(®,x)(®,9) 



= - (®', ®\ 



d. i. J' = 



Xi ... dEe 


X4 • • • X3 




%...% 


2)4. ..?)3 




3l • • • <Ö6 


cO* • • • <03 


= 


SBi.-.SBe 


934...9J3 




®,...®6 


®4 .©3 





ix, ®) (X, ®') 

(9,®) (9,®') 
(3E, I) (3e, ?)) (3E, 3) (3e, «) (3E, ®) 
(2), 3E) (2), ?)) (2), 3) (2), 53) {% ®) 

(3, X) (3, 2)) (3, 3) (3, ») (3, ®) 

(SB, 3E) (iß, 2)) («, 3) (53, 53) (53, ®) 
(®, 3E) (®, 2)) (®, 3) (®, 53) (®, ®) 

In der That ist nach Art. 25 das Verschwinden dieses Ausdruckes die Be- 
dingung dafür, dass der Complex ® mit den Complexen 3£, % 3, ^ eine 
Gerade gemein hat. — Dagegen bedeutet das Verschwinden des Ausdruckes 

(X, 3£) (3e, 2)) (3£, 3) (3E, 95) (3E, ®) 

(2), 3E) (2), 2)) (2), 3) (2), «) (2), ®) 
(3, 3E) (3, 2)) (3, 3) (3, «) (3, ®) 

(SB, 3£) (SB, 2)) (SB, 3) (53, SB) (SB, ®) 

(®, 3E) (®, 2)) (®, 3) (®, 53) 
dass die Begelscbaar, Welche der Complex ® mit den Strahlen der Con- 
gruenz gemein hat, 4n zwei ebene StrablbOschel zerfällt. 
Der hierbei benutzte Werth von ^ ist: 



J = 



^=- 



Xi . . • Xg 

3i * ■ ■ 36 

SJi.-.SBe 



X4 • • • X3 

?)♦•.. ?)3 
34 • • • 33 
«4...®! 



(X, X) (3E, ?)) (X, 3) (X, SS) 

(2), 3e) (?), 9) (?), 3) (?), 53) 

(3, X) (3, D) (3, 3) (3, SB) 

(55, X) (SB, D) (SB, 3) («, 53) 



also gleich der negativen Determinante der Form Q. Wenn sie Null wird, 
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SO haben die Complexe X, 9), 3? ^ ^^"^ doppelte Gerade gemein^); das 
Quadrat ihrer Gleichung ist ^' = oder J = 0. — Verschwinden auch die 
sämmtlichen Unterdeterminanten dritten Grades im vorstehenden Systeme (S)^ 
so zerfallt die Form.^ iu zwei lineare Factoren, mithin auch das Strahlen- 
system in der in Art. 28 erörterten Weise. 

§. 8. 
Die dreigliedrige Complexgruppe. 

31. Die Geraden, welche gleichzeitig drei linearen Complexen ]c, |^, 
5 und somit jedem aus der ^^dreigliedrigen Grappe^^ 

angehören, bilden eine Regelfläche. Durch einen beliebigen Punkt $ des 
Raumes geht keine Gerade der Schaar; seine Polaren in Bezug auf die Com- 
plexe der Gruppe, also die Ebenen 

haben nur den Punkt ^ gemein. In der That ist die Determinante 

welche die Gleichung des Schnittpunktes liefert, durch u^ theilbar. Schreibt 
man nämlich u, § für a, a und 

l^m'.-m^r, für t,, qn^l-m'J! für m, (« = 1,2,3,4) 

in (9.), so kommt: 



Uj l^nh—m^l^ l'^nh—tn'^ti l^ tn'3 — m'^ l^ 



=«j 



i l»i *$ ^1 — Wt *i l^ l»i — Ulj li 

I2 nh /u 1112 — W| (i ictiu — fn'^ [2 



oder, wenn man die Unterdeterminanten aus /, m; /', tn'; t\ w" als sym- 
bolische Werthe der Grössen r, 9, ) auffasst: 

2±u,E, (r^) E, (9^) E, ( j?) = u. . 2:xt {E (9^, E ( jl)), . 

Der Factor von u^ wechselt nur das Zeichen, wenn zwei von den 
Complexen x, 9, ) mit einander verlauscht werden. Er verschwindet, wenn j die 



*) Sind 3E, % 3» S3 gerade Linien, so fallen flir * = die beiden sie schneidenden 
Geraden in eine einzige zusammen, und jede der vier Geraden berührt das von den 
drei andern erzeugte Hyperboloid. In diesem Sinne giebt Cayley (Art. 53. 41.) die 
Bedingung ^ = 0. 

17* 



132 



Pasch, zur Theorie der linearen Complexe. 



dem Punkte § in Bezug auf die Gruppe Ix+f^^ entsprechende Gerade (Art. 26) 
enthalt« d. h. wenn die Polaren von | in Bezug auf die Gruppe Ix+f^p + y^ 
eine Gerade gemein haben. Setzt man daher die in | quadratische Form*) 

also 

so repräsentirt die Gleichung F{f) = in Punktcoordinaten diejenige Begel- 
fläche, welche als das Erzeugniss der drei gegebenen Complexe zu betrachten 
ist, also im Allgemeinen ein Hyperboloid mit einer Mantelflfiche. 

32. Die Function F{S) soll zunfichst in mehreren Formen dargestellt 
und insbesondere auch in Bezug auf | geordnet werden. Zu diesem Zwecke 
fahren wir statt der Ebene u drei ihrer Punkte a^ ß^ y so ein, dass identisch 



«{ = (^«/?y% 1«|.^(^) = 



Dann erhält man: 



E,{x^) E,ixS) E,{icS) E,ixS) 
E,m E,{^^ JB3(9^ E,{p^ 
E^iiS) E,{iS) E,{iS) E^i^S) 



a, «2 «3 «4 

ßt A ß, ß* 

7v yj /j ^4 



(22.) 4(l«/3y).F(D= 



SXk (la)*+3 ^9* (l«)i+3 ■S'atCf «)*+3 

-2"r*(l/^*+3-^9t(l/3).+3 ^3*(^/^*+3 
-2-):*(ly)»+3 -2"9* (1/)*+ 3 ^ik (ly)*+3 

Eine weitere Umgestaltung erfolgt durch Anwendung des Satzes in 
Art. 2. Da nämlich 





Xi-«»To 


— 


9i— 96 




Ji — Je 



(lo)4...(|a)j 

(ly)*.-(ly)3 



-2"(l«)*(l«)*+3 = 0, -2-(|«)*(f/3),^3 = etc., 



so ergiebl sich: 



(23.) USaßy).F{^ = 



d«), (l«)2 (f«)3 (l«)4 (l«)5 (f«)6 

(1/^. (fÄ (^/^3 m* (1/5)5 (l/?)6 

(fy)i (^y). m^ (ly)« (^)5 (ly)6 

jfi y» )C3 Jf4 Xs re 

9i 9» 93 9* 95 96 

hl h h h* 3s Je 

Ein Factor tritt nicht hinzu, da in (22.) und (23.) :S±Xt^i^ in dieselbe 

Grösse multiplicirt ist. 



*) Diesen Ausdruck bat auf andere Weise Herr Gordan aufgestellt: Zeitschr. f. 
Math. u. Fb. Bd. Xm. S. 63. 
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33. Der äberflflssige Factor {^otßy) wird beseitigt, wenn man statt 
des Punktes ^ drei Ebenen a, h, c, welche resp. durch die Punkte |, /3, y; 
^9 73 ^9 ^9 ^9 ß gehen, so einführt, dass identisch 

e^ = {pabc). 
Man hat dann, wenn l ein gewisser Factor ist, fär beliebige 17: 

und mithin wird: 



(24.) m^ = ^±{bc\{ca)s{ab)eX,^sio = 



Xi • - »Xe 
Ji • • • Je 



(6c)i . . . (bc)e 
{ca)i...{ca\ 
{ab)i . • . (a6)6 



Unter den Determinanten ^±{bc)i(ca\{ab)i sind drei Arten zu unter- 
scheiden. Bedient man sich nämlich der Bezeichnungen des Art. 1, so ist 

-2" ± (6c), (ca)2 (06)3 = -2 + (6c)i2 (ca)« (06), 4 = 0, 
-2'± (6^)4(00)5(06)6 = -2"+ (60)34(00)42(06)23 = -5* + «263^4 . -2* + 026304 = ^ , 
-2+ (60)1(00)2(06)5 = -:S-± (60)1(00)3(06)6 = ^± (60)12(00)13(06)42 

= — -2 + 0^6203 . -2" + 016204 = I3 14 ; 

und danach sind die Werthe aller 20 derartigen Determinanten leicht anzu- 
geben. Auf Grund dieser Werthe schreibt man sodann die Coefficienten der 
Form F(f) hin : *) 

Oll = 2-2± X, 95 Jü , 034 = (-2± Xi 92 Js) + (^±Xi 96 h) "• s. w. 
34. Zu gleichen Betrachlungen führt die Frage nach der Enveloppe 
derjenigen Ebenen, deren Pole in Bezug auf die Complexe Xx+f^^+y^ io 
einer Geraden liegen. Man erhält so die Gleichung der durch die Gruppe 
erzeugten Regelfläche in Ebenencoordinaten: 0(tf) = O, wenn 

22:x*(i7(9fi), /7(jfi)),^3 = *(fi) =i:a,^u,u^; 
und diesmal ist 

(25.) 4ti|.*(ii) = ^±iin,{xu)n,{^u)n,{iu). 

Die Form F geht in ^ über, wenn man die Indices der x? 9? 3 durch 



*[) Diese Werthe der Coefficienten findet man bei Cayky Art 54 ohne directe 
Herleitnng, jedoch mit nachträglicher Yerification; vgl. auch Math. Ann. Bd. IV. S. 559- 
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Se ^ijKmtptttm mmi 4 imnk m eneUL TertoHckt Bau zwei Yon den Complexen 
]^ 9, ) mü eaasier. m weckeb 4^ mm das Zeidbeo. 

Ais dem bekasatem Eii^eBschaftea der Regelfläcfaea geht hervor, dass 
die Gieichaages F=0. 4^ = die DarsteUaageo einer und derselben Flache 
im Paafcl* aad Ebeaescoordiaalea seia Bissen. Spater wird der Factor er- 
autteit werden, dardk wekfcen dia rec^roke Polare Ton F sich Yon 4> unter- 



Die Terschiedcaen Fonnen tos 4^ er g eben sich ohne Weiteres ans 
den fir F anfgesteDten. nnd zwar hal bhb wüü Beibehaltung der Bezeichnun- 
gen, wonach identisch (in Bezag anf r and rr = (€a6c), m^ = (jloßy) ist: 



Hg ui n^n* n^n Fl^^jm 



i 



mmbe .4^^m 



I 



Ilg*]^ n.*fm i7]'fn» njifm^l b^ bj 63 64 
Z/t^ja- Ifix^^ i^j >' Z/^.jaillcg c, c, c* 



ll Oj O} 04 



i»,...i 



'••! 



{aß},... (aß). 



Ti . . . X6 

Ji • • - Je 

Die CoefEcksten bekonsea die Werthe: 

«U = *-2'±t.^}l^ «M = (^±M5a2) + (^+X493j6) U.S.W. 

Es sag aach bea^rkt werdea, dass zwischen den a und den a zwölf 
Rdatioaen bestehen: 

attT«54 = 2-±^^j6, «i2-ff3* = 2-r+y492j5 u. s. w. 
Von den 30 Determiaaatea dritten Grades aus den Coordinaten X, 9? ) sind 
also 13 als halbe Sannen nnd halbe Differenzen yon Coefficienten der Formen 
f\^^ nad ^v*"^ aasdrAckbar, während die acht anderen selbst halbe Coeffi- 

ciealea sind. 

Die Formen F aad sind Combinanten der Gruppe Ar+i^p+^i; ^^^ 

Stölzl waa in ihaen )r> h i ^^^^ ^+}'9+n^ i'x+u'9+^'5^ A"y + ^"9 + »'"j, 
9^^ Andern sich F nnd ^ bloss um den Factor -T+iuV". 

35. Mit der dreigliedrigen Gruppe ir +119+^4 sieht eine zweite in 
Reciproeil*)^ niwlich die Gruppe der Complexe, welche mit x, 9, 3 io Invo- 
luttoii llff«Ä. Mwi kann sie durch zwei Parameter {p:q:r) darstellen in 
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der Form 

pX+q^ + rS. 

Nach Art. 2 kann man die 20 Determinanten dritten Grades ans dem 
Systeme 

^l ^2 ^3 5^4 )^5 % 

(26.) \), 92 93 94 95 96 

hl h h h* h h 
durch die adjnngirten Determinanten dritten Grades aus dem Systeme 

<X4 «X5 Xq «X| 1X2 X3 

(27.) 2)4 % 2)a % % 2)3 

<04 <05 06 3l (82 03 

ersetzen und dabei die Bestimmung treffen, dass 

sein soll. Dann ergiebt sich sofort^- dass die Form F keine Aenderung er- 
fährt, wenn man in ihr 

X, 9, a mit 3E, g, 3 

vertauscht ; denn bei dieser V ertauschung gehen die beiden in (24.) gegebenen 
Ausdrücke von F in einander Ober. Dagegen wechselt bei derselben Ver- 
tauschung ^(u) nur sein Zeichen. Die Fläche F=0 oder ^ = wird also 
von der Gruppe pJi+q^ + r^ in derselben Weise erzeugt, wie von der 
Gruppe Ix+f^^+ri. 

Unter der Gruppe ^x+f^^ + v^ befindet sich eine einfache Mannigfaltig- 
keit von Geraden, bestimmt durch die Bedingung zwischen den Parametern: 
Jlf = 0, wo 

= ^'(r,x)+iU^(9,9)+>^'(j,S) + 2/iy(9,a)+2rA(j,x)+2A^(r,9). 

Diese Geraden gehören den Complexen 3^^ 9), 3 zugleich an. Ebenso be- 
findet sich unter der Gruppe pX+q'^+r^ eine einfache Mannigfaltigkeit von 
Geraden, bestimmt durch die Bedingung: P=:0, wo 

P = {p3c+q^+rS,pl+q^ + rS) 

= pHI, 3c) + qH% 2)) + r^(3, 3) + V(2), 3)+2fy(3, X)+2M(3e, ?)). 
Diese Geraden gehören den Complexen r, 9, a zugleich an und schneiden 
daher sammtliche Geraden der vorigen Schaar. Wir können in Bezug auf 
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die Fläche F=0 die Complexe r, ^^ j erzeugende Complexe nennen, ebenso 
die Complexe 3E, 9), 3- I^ ^^^ Folge sollen die Erzeugungen durch die 
Gruppen Xx+fi^ + v^ und j»3£+ 9?) + r3 (resp. die darunter befindlichen Regel- 
schaaren) als die „ersle" und „zweite^' unterschieden werden. — Die ge- 
raden Erzeugenden der ersten Schaar sind auf die Punkte der Linie zweiten 
Grades M=0 (wenn man X, /i, v als Punktcoordinaten auffasst) eindeutig 
bezogen; jedem Punkte der Curve entspricht eine Erzeugende, und umge- 
kehrt. In gleicher Weise sind die Erzeugenden der zweiten Schaar auf die 
Punkte der Linie P = eindeutig bezogen. 



§. 9. 

Der Zusammenhang zwischen den Formen F und 0. 

36. Bevor wir den algebraischen Nachweis der Reciprocität zwischen 
den Formen FfJ) und *(ii) (vgl. Art. 34) fOhren, soll gezeigt werden, wie 
dieselben durch gewisse lineare Transfoilbationen in einander Obergehen. 

Durch einen beliebigen Complex D der ersten Erzeugung, 

wird eine lineare Transformation des Raumes vermittelt, bei welcher jedem 
Punkte f eine durch ihn gehende Ebene entspricht (Art. 22), und zwar lautet 
die Substitution: 

l = /7,(t>,fi). (1 = 1, 2, 3, 4) 
Indem wir diese Substitution auf F(f) anwenden, benutzen wir den Aus- 
druck (22.), schreiben jedoch darin X, 9), 3 ^^^ h 9) i i.^^- 3^)- ^^ ^^^^ 
Formel (8.): 

wegen (o, H) = 0, n. s. w., so erhält man : 



-iF(77(»»)).^+«,/?,y3774(»«)= 



2niliu)E, (»«) 2ni%u)E, (»a) 2ni3,u)E, (DO) 

^/7,(3£«)E,(»/?) 2:n,i^u)E,m j:niSu)E,(pß) 
2n,{iu)Edvr) ^ni^u)E,{MY) 2niSu)E,(pr) 

E,(va) Ei(pa) E,(»a) £«(öo) 
E,{y>ß) £,(»/?) E,0>ß) E,(r>ß) 
£.(»y) Ea(»y) £,(»/) E,(pr) 



77, (j«) n,{3itt) n,{Xtt) n.iiu) 
n,{^) n,{^u) n,{%u) n.i^u) 

77. (.3») 773(3«) ^3(3«) ^«(3«) 
= -\^iu).2:±UiE,(va)E,{t>ß)E,ir>y) = -i*(«).i(»,»).^±«,/S,y,i7,(»ii) 
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(vgl. (13.)); d- h. : durch die Substitution 

(28.) f = /7 (ir + /i9 + Vi, u) = X n{xu) + /x n{^u) + 1^ 77(jfi) 

verwandelt sich 

F(?) in iif.*(w). 

Daraus folgt zugleich, dass durch die Substitutionen 

übergeführt werden resp. 

F{^ in -iP.*(w), <P(u) in ii»f.F(^, *(w) in — iP.F(^; 

wovon die geometrische Bedeutung nahe liegt. 

37. Wir sind jetzt im Stande, die Determinanten der Formen F(^, *(w) 
zu vergleichen. Nennt man dieselben D, D\ so ist {\M)^D' die Determinante 
der Form \M.4>(u) in u. Die Determinante der Substitution (28.), durch 
welche F{^ in \M.^{u) übergeht, ist gleich ^M^ (Art. 22). Da nun die De- 
terminante von \M.4>{u) gleich dem Producte der Determinante von F{§) in 
das Quadrat der Substitutionsdeterminante ist, so kommt: 

Die Determinanten der Formen F(|) und 4^{u) haben also den gleichen 
Werth D. 

38. Die reciproke Polare der Fläche F(|) = hat die Gleichung 
^'(fi) = 0, wenn man die adjungirle Form von F(|) 



= *'(«<) 



etil ö|2 Öj3 Öj4 Wj 

Ö21 Ö22 0^23 ^24 ^ 

^31 ^32 Ö33 Ö34 W3 

Ö41 042 043 O44 «4 

f^i tl2 % ^4 

setzt. Wir geben derselben eine andere Gestalt (zu welcher eine geome- 
trische Betrachtung unmittelbar führt), indem wir wieder statt der Ebene u 
drei ihrer Punkte a, ß, y so einführen, dass identisch Ww = {^ctßy). Dann wird : 



*'(!!) = 



ÖU «12 «13 «14 W| 

Ö21 «22 «23 Ö24 Ui 

(hl Ö32 »33 Ö34 ^ 

«41 «42 O43 «44 W4 



Ofi Cf2 Ofj «4 

/?i /5. /?3 Ä 

^1 ^2 ^3 r* 



00001 

wo von « = 1 bis « = 4 zu summiren ist, und sodann: 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 18 



^a^ai ^QnCti ^c^itti ^a^tti 
2:a,,ß, 2(hA ^a»ßi ^a*ißi 
2:auyi ^auYi ^<hiYi ^a^Yi 

«, tfi »3 »4 



1 
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-*'(«)= 



^auß, :Sa,,ß, ^a,,/3, Sa^ß, 



a, «2 «3 ttt 

ßi A /?3 Ä 



2:a^ß,a,:Ea^ß,ß,2a^ß,y, 



Yi 7i Yi r* 

wo auch von k=i bis k = A zu sumoiiren ist, d. h.: —4>'{u) ist die Deter- 
minante der Form 

F{Xa + ftß-\-vr) = 2a^{la, + fiß,+vr.){^at+fißt+yri'\ 
wenn man die letztere als quadratische Form in X, ^, v auffasst. 
Wählt man nun für a, ß, y die besonderen Werlhe 

« = 77(Te), ß = n{^v\ y = i7(ar) 
und setzt 

§ = lai- fjß+vy = niXx+f^pi-vi^t)), 

so wird nach Art. 36 

F{ltt+,uß + vy) = iilf.*(e), 

and da X, fi, v in ^ («) nicht vorkommen, sondern nur in M, so hat die De- 
terminante der Form F (Xa -]- fiß + vy) den Werlh: 

wo J die Determinante der Form M bedeutet, also: 

(t, x) (r, 9) (r, j) 

^ = (9,y) (9,9) (9,8) 
(8, y) (i, 9) ih J) 
Man erhält demnach fOr die obigen Werlhe von a, ß, y: 

Die u sind den e proportional, und zwar ist nach (25.): 

Uc = {^aßy) = Jt?t.*(i?), d. h. Ui = !«?..*(«?), 
folglich 

*'(!!) = (i*(r)y.*'(r), *'(r) = -iz/.*(r), 
oder 

Die Form 0(ti) ist also in der That gleich der adjungirten Form von 
F(§\ dividirl durch die Grösse — ^J. Ebenso ist die Form F(|) gleich der 
adjungirten Form von *(«), dividirt durch —^^^ da der Werth von J sich 
nicht Ändert, wenn man darin alle Indices durch die adjungirten ersetzt. 

39. Dass die Determinanten D, D' der Formen F(|), ^{u) einander 





Xi • • • Xö 


^4 • • • X3 


= 


91... 96 


h'"h 




Jl • • • Jö 


J4 • • • J3 
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gleich sind, ist bereits in Art. 37 bewiesen und könnte auch aus der letzten 
Bemerkung hergeleitet werden. Zur Berechnung ihres Werthes mag der 
Umstand dienen, dass die Determinante der Form 4>\u) gleich D^ sein muss. 
Dies giebt: 

D' = (iJ)\D'^i^jyD, d.h.: D'-(i^)*. 
Daraus findet man D bis auf das Zeichen. Da aber die Determinante D 
einen positiven Werlh hat, wenn die Generatricen des Hyperboloids F=0 
reell sind, so sind die Determinanten 

Die Grösse J ist eine Combinante der Gruppe h+u^ + vi- In der- 
selben Beziehung zur reciprohen Gruppe pJi + q^+r^ steht —J. Denn 
man hat (Art. 35): 



-J = :s±3c,%S2x,hh = 



iX| • • • iXq 

2).-.. 2)6 

Ol-" 06 



lAr4 • • • tArJ 



(3E, 3E) (3E, ?)) (3E, 3) 
(2), 3£) (2), 2)) (2). 3) 

(3, 3£) (3, 2)) (3, 3) 



cO* • • • 03 

Die Determinante J wechselt also das Zeichen, wenn man x, 9, 3 mit 3£, 9|, 
3, vertauscht. , 

Hier mag noch eine Identität angegeben werden, welche die Beziehung 
zwischen den Formen F und 4> ebenfalls darstellt. Es ist: 

tAkjikXkA 

Denn wenn man die a,^ mit ^J multiplicirt, so werden sie den adjungirlen 
Elementen des Systems der ant gleich, während \^ .\^ = ^+aa(inttszO',\ ist. 

40. Analog zu der Bemerkung, welche in Art. 29 in Bezug auf die 
lineare Congruenz gemacht ist, kann man die 20 Determinanten dritten Grades 
aus dem Systeme (26.) oder (27.) als die „homogenen Coordinaten^ der Ge- 
bilde betrachten, welche durch drei Complexe y, 9, 3 oder X^, 9)9 3 bestimmt 
werden. Die Verhältnisse dieser 20 Grössen sind mit nur 9 unabhängigen 
Grössen äquivalent; es bestehen also 10 Beziehungen zwischen ihnen. 

Die 20 Coefßcienten der Formen F{^) und *(«) sind lineare Ver- 
bindungen jener 20 Determinanten (Art. 33. 34). Aus den 10 Coefficienten 
der Form F(|) kann man D und 4^' {u) und durch Division mit 

-iz/ = -)//) 
die 10 Coefficienten der Form 4^{u) berechnen. Dieser Zusammenhang zwischen 
den 20 Coefficienten ist eine Darstellung fär die 10 Relationen zwischen jenen 
20 Determinanten. 

18* 
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K' = 



§10. 

Die Complexgleichung der Fläche zweiten Grades. 

41. Vier lineare Complexe haben zwei gerade Linien mit einander 
gemein, und es ist in Art. 30 das Produet der Gleichungen der beiden Ge* 
raden aufgestellt worden. An derselben Stelle ist die Bedingung angegeben^ 
unter welcher die Letzteren in eine einzige Gerade zusammenfallen. 

Danach verschwindet der Ausdruck 

(1, 3e) (3e, g) (i, 3) (3e, ®) 
i%^) O,?)) (9,3) {%®) 
(3, 3e) (3, W (3, 3) (3, ®) 
(®,i) (®,?)) (®,3) (®,®) 

wenn diejenigen beiden Erzeugenden der ersten Schaar, welche auf dem 
Complexe ® liegen, in eine einzige zusammenfallen. Dieselbe Forderung 
kann man aber auch dahin ausdrücken, dass die Gleichungen 

JJf = 0, i(?,®)+/t(9,®) + r(j,®) = 
zwei gleiche Werthsysteme k, /j., v ergeben sollen, was unmittelbar zu der 
Gleichung 

(?,?) (?,9) ihh) (h®) 

ih%) (9.9) ihh) (9i®) 

(3i?) (a»9) i.hh) ih®) 
C®, IC) (®, 9) (®, a) 

führt. Beide Gleichungen lassen sich leicht auf einander zurückführen. Nennt 
naan nämlich ®i...®e, ®i ...®6 zwei derartige Reihen von Grössen, dass 
für alle Werlhe von j, 9 (Art. 2): 



= 



(3f2)3®?9) = 



so wird: 



h 
9i 



96 



®; ... ®; 

®4 • • • ®3' 



K' = 



Nun ist: 



lArJ, . • • 

3i • • • 
®,... 



«X'4 • • • 
2)4 .. . 

04 • •• 
®4' •• 




'®") = 



ih®') (9,®') 
(3:,®") (9,®") 



(3?,@) (9,®) (j,®) 
ih®') (9,®') (J,®') 

(f, ®") (9, ®") (a, ®") 



(9,®') (a,®') 
(9, ®") (a, ®") 

Q. s. w., mithin: 



= (3E2)3®9a) = - 



(9»i) (9.9) (9^a) 
(a, ?) (a^ 9) (a» a) 
(®, ?) (®, 9) (®, a) 
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K' = 



K" = 



ix, X) (r, 9) (j, 3) (X, ®) 
(hx) (9,9) (9,3) (h®) 
(8, )c) (3, 9) (h i) ih ®) 
(®, r) (®, 9) (®, 3) (®. ®) 



=Ä"+(®,®).^. 



(f,?) (5,9) (f,3) (?,®) 

(9,f) (9,9) (9.3) (9,®) 

(3,?) (3,9) (3,3) (3,®) 
(®, r) (@, 9) (®, 5) 

Sollen die beiden Erzeugenden der zweiten Schaar, welche dem 
Complexe ® angehören, mit einander zusammenfallen, so muss man den folgenden 
Ausdruck gleich Null setzen: 

(1, 3E) (S, W (3f, 3) (3E, ®) 

(2), 3E) (2), g) (g, 3) (?), ®) 

(3, 3E) (3, 2)) (3, 3) (3, ®) 

(®,3E)(®,2))(®,3) 
Die Forderungen, dass ein Complex ® zwei gleiche Generatricen der 
einen oder der andern Schaar enthalten soll, laufen also nur dann ^) auf eine 
einzige hinaus, wenn @ eine Gerade ist; in diesem Falle ist sie Tangente 
des Hyperboloides. Es ist demnach 

K'^0 oder Ä" = 

die Complexgleichung des Hyperboloides, d. h. die Gleichung des Complexes, 
dessen Geraden die Fläche berühren. **) 

42. Bekanntlich ist K=0 die Bedingung, unter welcher die Durch- 
schnittslinie ® zweier Ebenen u, e die Fläche F=0 berührt, wenn 

öu ö« «13 «14 Wi ©1 

Ö21 »22 «23 Ö24 «2 »2 

031 Ö32 Ö33 Ö34 W3 l?3 

«41 Ö42 Ö43 «44 fl4 l?4 

tl^ 1^2 ^ «^4 

Vi i>2 <?3 <?4 

und es entsteht also die Aufgabe, den Znsammenhang zwischen K, K' und 
K" nachzuweisen. 

Ordnet man K nach den Unterdeterminanten, welche aus den beiden 
letzten Zeilen, ebenso aus den beiden letzten Colonnen gebildet werden können, 
und schreibt ®;t+3 für {ne)it, so nimmt K die Form 



(29.) -Ä = 



*) Eine Ausnahme bildet der Fall J = 0, welcher später (§ 12) zur besonderen 
Erörterung gelangt. 

*♦) Vgl. Klein, Math. Ann. Bd. H. S. 209 und die bei Art. 26 citirte Abhandlung. 
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an; und zwar ist, wenn im Sinne von Arl. 1 die Indicespaare ik, i^ki mit 
den Indices r^ s äquivalent sind: 



(30.) 



^rs — ^sr ~~ 



-/f = 



Zu demselben Resuilate gelangt man, wenn man 

«il «12 «13 «14 ^1 Vi 

«21 «22 «23 «24 §2 ^2 

«31 «32 «33 «34 ^3 Vi 

«41 «42 «43 «44 ^4 ^4 

f 1 f 2 ^3 ^4 

Vi V2 Vi ^4 

setzt und (^j, für (§9;)j^ schreibt. In der Tbat ist, wenn die Indicespaare 
ik, %ik\ den Paaren ik, iji^ adjungirt sind, auch 



(31.) 



^rs ' — ^sr — 



I I 

Die Uebereinslimmung der Werlhe (30.) und (31.) folgt aus den bekannten 
Sätzen über Unterdelerminanten unter Beachtung des Werlhes der Determi- 
nante -2* + Uli 022 033 «44 = i ^' 

43. Die Coefficienten c^^ sind selbstverständlich nicht von einander 
unabhängig. Zunächst findet eine lineare Beziehung statt: 



Ö31 «32 
Ö4l 042 



+ 



«41 Ö43 

«21 «23 



+ 



Ö21 «24 
«31 «34 



= 0, d.i. Ci4 4- ^25 + ^36 = 0. 



Der ^-Process, auf K als Function der ® angewandt, giebt also Null; die 
Form K ist in der Normalform in Bezug auf ®. 

Ausserdem bestehen 21 identische Relationen zweiten Grades. Da nämlich 



«a «.2 «i3 «i4 

«*l «*2 «it3 «44 

«•'1 ««'2 «»'3 «»'4 

«A^l «W «ÄO «Jb'4 



= /) = i^. 



SO hat man für r = 1, 2, ... 6: 



«=6 

Ä Cr*^i+3, «+3 



= izr. 
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Dagegen ist für r = 1 . . . 6, p = 1 . . . 6 und r ^ p : 

= 0. 






Beide Systeme von Gleichungen kann man in die eine: 



(32.) ^Ä,^.+3 = i-^'(®,®) 



zusammenfassen, wo 



(33.) Ä. = 



• = 2: C;-, ®,+3 . 



^ Ö®r+3 A==l 



Die Grösse (Ä, ^) verschwindet hiernach zugleich mit (®, ®), d.h. 
die Linien des Complexes /f=0 sind sämmtlich Singular. Es ist dies bekannt- 
lich die charakteristische Eigenschaft aller Tangentencomplexe von Flächen.*) 

44. Um die Function K unmittelbar durch die Grössen X9 9, j aus- 
zudrücken, muss ihr eine andere Form gegeben werden. Fährt man statt der 
Ebene v drei ihrer Funkte a, /?, y so ein, dass identisch f?^ = (^a/9y), so kommt: 

öll Öi2 »13 Oj4 ^l ©1 ^i «2 cf3 ^4 

(hl (hl Ö23 Ö24 ^2 ^2 
Öjl Ö32 O33 Ö34 W3 f?3 

041 0^42 W43 Ö44 «^4 ©4 
«1 W2 W3 W4 

^aj^ttj 2chi(Xi 2(hi(^i ^^AiC^i w. 



Ä = 



ßi ß2 ßz ß^OO 

Yi Yi ^3 /4 

10 

1 



^außi ^chißi ^Ozißi ^außi Uß 

^(^üYi ^auYi ^cfiiYi ^(^^iYi ^y 
Ui th n^ W4 

f?l f?2 ^3 ^4 



2:antßia^ 2:a,,ßißk 2:a^ßiYkUß 
Ha^^YiCt, HaaYißk ^cCikYiYi^^r 



u. 



u 



ß 



u. 







d. h.: Ä'ist die adjungirte Form der in k^ /tt, v quadralischen Form F(ia4-/i/3+yy), 
wenn man u^^ Uß^ u^ als laufende Coordinaten betrachtet. Da nun für die 
Werthe 

a = /7(y,ir), /3 = 77(9,fr), y = /7(3, m;) 
die Form 

F(^a + .t//?-f.j/y) = {M.4^{w) 

wird, so gehl /f für diese Werthe von a, /3, y über in: 



Vgl. Habilitationsschrift § 9. 



M 
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(i*(t^)y 



tt« tt/9 «'y 



Zugleich ist aber 

f>l = (^«/?y) = i fTj . * (ir), d. h. <?i = ^ ir^ . * (ir), 
also 

-i*(ir).ii, = -JS-ti, /7,(r, «?) = -ry,(OT), = (j:, @) 

n. s. w. Demnach stimmt K für den Fall, dass die ® Liniencoordinaten be- 
deuten, mit K^ und Jf überein, also für beliebige Werthe der ® mit deren 
Normalform. Nun giebt der z^-Process, an K^ ausgeführt, das Resultat: 
— 3^, da er bei den Grössen (x, ®)(9, ®), ... zu (jr, 9), ... führt; mithin ist 

Die Functionen Ä, K\ K" sind Combinanten der Gruppen ilr+.ap+yj, 
p3£+92) + ^3- Wenn man j:, 9, j mit 3£, ?), 3 vertauscht, so gehen K'^ K" 
in einander über, während J das Zeichen wechselt (Art. 39). Bei dieser 
Yertauschung bleibt also K ungeändert, was auch daraus folgt, dass die Coef- 
ficienten e^« sich dabei nicht ändern. 

Da nach den Formeln (34.): 

so sind K\ K" in einer einzigen Form enthalten, in welcher Alles durch die 

« 

CoefOcienten von F(^) oder die von *(fi) ausgedrückt werden kann, nämlich 
in folgender: 

-2:c,,®,^.,®,+3+i(®,®)l^ö. 

45. So lange die ® als Liniencoordinaten aufgefasst werden, haben 
die Gleichungen 

/ir=0, /f' = 0, /f" = 

einerlei Bedeutung, nämlich die Bedingung darzustellen, unter welcher eine 
Gorade ® das Hyperboloid berührt. Dagegen haben sie verschiedene Be- 
deutung, wenn man die ® als Complexcoordinaten auffasst. Die Bedeutung 
von K' und /T" ist in Art. 41 gegeben; in ganz anderer Weise gelangt man 
zu der von K. 

Schreibt man in den beiden letzten Zeilen der Determinante (29.) u', v' 
für u, V und sodann ®^|.3, g^^., für (w)*, (wVj* (so dass vor der Hand ®, g 
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gerade Linien sind), so hat sie den Werlh: 

Bekanntlich sagt aber jetzt jene Determinante, gleich Null gesetzt, aus, dass 
g diejenige Gerade ®' schneidet, weiche der Geraden ® in Bezug auf die 
Fläche zweiten Grades conjugirt ist, also die Polare von ®. Demnach ist 

(35.) ^c,,®.^3g,^3 = 

die Gleichung der Polare von ®, und ihre Coordinaten sind (vgl. (33.)): 



(>®',= 2:c,,®,^3 = Ä., (ä = 1...6) 



wo () ein unbestimmter Factor ist. 

Fasst man nun in der Gleichung (35.) die ® als Complexcoordinaten 
auf, so drflclct sie aus, dass der Complex ® die Polare von g enthalt, dass 
also g die Polare einer im Complexe ® gelegenen Geraden ist. Mithin ist 
(35.) die Gleichung eines linearen Complexes @', welcher die Polaren der 
im Complexe ® gelegenen Geraden umfasst, und dessen Coordinaten sind: 

(>®; = 2:c,,®,+3 = ft,. 

Wir nennen ®, ®' conjugirte Complexe in Bezug auf das Hyperboloid; ihre 
Beziehung ist eine gegenseitige, wie auch dadurch bestätigt wird, dass nach (32.): 

2; c, ®;+3 = z Cr, c^^,^r^, ®^ = {J". ®, . ■ 

Die doppelte Invariante des zu ® conjugirten Complexes ®' oder & ist 
(ebenfalls nach (32.)): 

(Ä,Ä) = |.i'.(®,®) 

und verschwindet also mit der von ®. 

Damit der Complex ® mit dem ihm conjugirten in Involution liege, 
ist hiernach die Gleichung 

(5t,®) = 0, d.i. K^O 

zu erfüllen. Darin besteht die geometrische Bedeutung der Form K^ wena 
die ® beliebige Werthe vorstellen sollen. Sobald diese Grössen Linien- 
coordinaten werden, mnss, wenn £^=0, die Gerade ® ihre Polare schneiden^ 
demnach das Hyperboloid berflhren. 

Journal fttr Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 19 
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§. 11. 

Die erzeugeuden Complexe. 

46. Bei der Aufgabe, aus den Complexen der einen Erzeugung des 
Hyperboloides die der andern Erzeugung zu berechnen, kommt es darauf an, 
unter Wahrung der Symmetrie möglichst wenig willkfirliche Grössen einzu- 
ffihren. Dies versuchen wir im Anschluss an die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen. 

Nach Art. 41 muss K" gleich Null werden, wenn die beiden im Complexe 
® gelegenen Generatricen der zweiten Schaar in eine einzige (g) zusammen- 
fallen sollen. Ist diese Bedingung erfällt, so erhält man bekanntlich die 
Grössen Qk ^Is di^ Ableitungen der Form K" in Bezug auf die Grössen 
®i+3* Die erhaltenen Werthe müssen aber unbestimmt werden, wenn der 
Complex ® selbst der ersten Erzeugung angehört, dann muss also für alle 

Werthe von ^ 

SP' 



(36.) 4^^, 



d&i 



= 



werden. Umgekehrt enthält der Complex ®, wenn die in (36.) enthaltenen 
sechs Gleichungen erfüllt sind, alle Generatricen der zweiten Schaar und 
gehört mithin zur ersten Erzeugung. Statt (36.) kann man auch schreiben: 



Xl • • • ^6 

Ji«'« Je 



6 



A • • • ^3 
94.«- 9j 
J4'-' Ja 



= 0. 



^A** •'V3 

Die Gleichung (36.) ist symmetrisch in Bezug auf ® und ^. Be- 
trachtet man die ^ als laufende Coordinaten, so ist sie die Gleichung eines 
Complexes, welcher mit allen Complexen der ersten Erzeugung in Involution 
liegt, also eines Complexes der zweiten Erzeugung. Demnach werden die 
Coordinaten eines Complexes S der zweiten Erzeugung in der Form 

dK'' dK 



(37.) (>S8* = 



+ ®*^, 



wo Q ein unbestimmter Factor ist, durch die Complexe der ersten Erzeugung 
«nd die Verhältnisse von sechs willkürlichen Grössen ®„ dargestellt. 



Ebenso wird die Gleichungf 



(38.) 



-F^ 



dK' 



= 
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von allen Complexen der zweiten Erzeugung fflr beliebige ^ erfüllt and ein 
beliebiger Complex t> der ersten Erzeugung ausgedrQckt durch: 

47. Die Gleichung (36.) muss von den Werlhen (39.)) die Gleichung' 
(38.) von den Werthen (37.)? wenn man sie für die ^ einträgt, unabhängig 
von ® befriedigt werden. Dies giebt: 

« 

und führt also wieder zu der Identität (32.), welche wir ursprünglich aus 
dem Ausdrucke (29.) hergeleitet haben. 

Die Gleichungen (36.) und (38.) stellen, insofern sie für beliebige Sq 
gelten, je sechs Gleichungen dar; diese beiden Systeme kann man folgender- 
maassen zusammenfassen*): 

Ä,±i®,>/D = 0. {8=1. ..6) 

Sie haben dann die gemeinschaftliche Bedeutung, dass die erzeugenden Codh- 
plexe diejenigen sind, welche in Bezug auf das Hyperboloid sich selbst con- 
jugirt sind. 

Irgend zwei einander conjugirte Complexe (® und R) bilden eine 
zweigliedrige Gruppe. In dieser befinden sich zwei specielle Complexe, 
welche einander conjugirt sind, und zwei sich selbst conjugirte Complexe, 
nämlich die der Gruppe angehörigen beiden Complexe aus verschiedenen Er- 
zeugungen. 

48. Nach Art. 46 erhält man die Complexe der zweiten Erzeugung, 
wenn man in 

für die ® willkürliche Werthe setzt. Da diese Complexe aber nur eine 
zweifache Mannigfaltigkeit bilden, so muss es eine dreifache Mannigfaltigkeit 
von Werthsystemen (Complexen) ® geben, welche einen und denselben Com- 
plex $8 liefern. Um dieselbe zu finden, denken wir uns ® in der Form 

Xy + fi^ + vi+pJc + q'^ + rS 
ausgedrückt und beachten, dass ^jc+^p+^^i? fQi* ® eingetragen, die Wertho 



*) Vgl. Gardan Zeitschr. f. Math. u. Ph. Bd. XUI. S. 62. 
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Sß^ annullirt. Daraus ergiebt sich, dass für obige Werthe der ® 

'wird. Die fraglichen Coipplexe ® bilden also die viergliedrige Gruppe 

Ebenso bilden die Complexe ®^ für welche die Ausdrflcke (39.) einen und 
denselben Coniplex t) liefern, eine viergliedrige Gruppe , bestehend aus drei 
beliebigen Complexen der zweiten Erzeugung und dem Complexe t>. 

Sollen die Complexe $8, r> specielle (also Generatricen) werden, so 
hat ® die Bedingung 

zu erfallen, da 

(Die Erzengende ist dann im Complexe ® gelegen« vgl. Art. 46.) — Es 
werden Sß und t) zugleich Genetatricen, wenn ® eine Gerade repräsentirt 
und £'=0, also ® eine Tangente des Hyperboloides ist. In diesem Falle 
sind S, t) die beiden im Berührungspunkte der Tangente sich begegnenden 
Generatricen. Sucht man also unter den Complexen ®, welche Sß liefern, 
die speciellen, so findet man ein Strahlensystem mit zwei zusammenfallenden 
Directricen, nämlich die Tangenten sämmtlicher Punkte von Sß. 

§. 12. 

Die speciellen dreigliedrigen Gruppen*). 

49. Den Ausartungen der durch die Gleichungen F(f) = 0, 4>(u) = 
dargestellten Gebilde entsprechen gewisse besondere dreigliedrige Gruppen **), 
welche im Folgenden näher erörtert werden sollen. 

Von vorn herein ist zu bemerken, dass die Specialisirungen der Formen 
F{§\ 4>{u) mit denen von M, P genau zusammenhängen. Zunächst können 
die Determinanten dieser vier Formen, also die Grössen 

nur zu gleicher Zeit Null werden; es verschwinden dann identisch die ad- 
jungirten Formen von F(^) und ^{u\ da sie durch J theilbar sind. — Zum 
identischen Verschwinden der adjungirten Form von F(^) oder der von *(«) 



*) Siehe die Note zu Art. 26. 
**) Auf diese beziehen sich die Art 143—147 in Plückers N. Geom. 
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ist ^ = noth wendig und hinreichend. Der nächste Fall ist also der, wo 
alle Unterdeterminanten zweiten Grades aus den Coefficienten einer dieser 
Formen Null werden. Hier kommt wieder in Belracht, dass die Formen 



Ou a^2 Ö13 »14 Ui f?i 

Ö21 Ö22 Ö23 Ö24 ^2 ^2 

Ö31 Ö32 «33 »34 «fs <?3 

»41 »42 «43 «44 ^4 <?4 

t^l t^ tl3 tl« 

<?1 «2 ©3 «4 

(9.>0 (9,9) ihi) 1^' 

(ä, y) ih 9) (8, ä) >'' 

iL' /m' v' 



«11 «12 «13 «14 ^1 Vi 

«21 «22 «23 «24 ^2 ^2 

«31 «32 «33 «34 b3 ^3 

«41 «42 «43 «44 ^4 ^4 

^1 ^2 ^3 ^4 

ni V2 vz V* 

(3£, I) (3£, ?)) (3£, 3) P' 

0, 3£) {% ?)) (9, 3) 9' 

(3, 3e) (3, 9) (3, 3) r 

p' 9' r' 



nur zu gleicher Zeit identisch verschwinden können. Denn wenn man ©^^ fOr 
(iir)*+3 und (|^)„ ferner (;:,®), (9,®), (g,®), (I,®), (?),®), (3,®) für 
i', fi'f v\ p*y q\ r' schreibt, so werden alle vier Ausdrücke einander gleich 
(= K\ wegen J =^0. — Endlich geschieht es nur gleichzeitig, dass eine der 
Formen F(^), *(w) oder die Form M oder die Form P identisch verschwindet, 
was unten bewiesen werden wird. 

Die Eigenschaft der Formen M und P^ dass, wenn die eine reducibel 
oder ein volles Quadrat oder identisch Null wird, bei der anderen dasselbe 
eintritt, ergiebt sich auch durch Betrachtung der linearen Substitutionen, durch 
welche M und P in einander trausformirt werden. Bekanntlich giebt es immer 
zwei dreifache Mannigfaltigkeiten von Transformationen zweier quadratischen 
ternären Formen in einander. Im vorliegenden Falle findet man dieselben 
durch die Bemerkung, dass nach Art. 36 durch die Substitutionen 

^ = 77(i^+^j)+r3,a), ^ = y7(p3£ + 9?)+r3,a) 
F(|) äbergeht in resp. \M.4>{a\ — ^P.*(a). Danach werden (wenn *(w) nicht 
identisch verschwindet) M und —P in einander übergeführt, wenn man setzt: 

Xn,[xa) + un,{^a) + vn,{ia) = pi7,(3ea) + 9/7,(?)a)+r77,(3a). (t = 1, 2, 3, 4) 

Dasselbe geschieht (wenn F(|) nicht identisch =0) durch die Substitution 

if;,():«)4^£.(9«)+^£.(ä«) = pJE.(3e«)+9^.(?)«)+r£,(3«). (f=l,2,3,4) 
Die a und a sind beliebig. Beidemal sind die vier Gleichungen mit drei 
unabhängigen äquivalent, da ^aini{j:a) = u. s. w. — Die Generatricen der 
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beiden Schaaren werden dadurch so auf einander bezogen, dass entweder die 
Schnittpunkte entsprechender in einer Ebene a liegen oder die ihnen gemein- 
schaftlichen Ebenen durch einen festen Funkt a gehen. 
50. Wir untersuchen zuerst den Fall 

J =^ 0. 
Es haben dann (Art. 27) die beiden Gruppen ^jc+z^p-f yj, p3£+9?) + r3 eine 
Gerade L gemein ; die Coordinaten L^ sind (Art. 46) den Ableitungen von K 
proportional, unabhängig von ®, und es ist somit Ä'=0 (oder K' = oder 
K" = 0) das Quadrat der Gleichung der Geraden L. — Die Formen F(|), 
*(«), M und P zerfallen in je zwei lineare Factoren, und zwar werde: 

F{§) = r..8^, 4>(u) = u^.Ua, \M={aiil + bofi + Coy){aiX + biiii + Civ)^ 

-iP = {ctuP + ßiiq+riir){a^p+ß^q + y,r). 

Die Fläche F=0 artet in zwei Ebenen (r, «), * = in zwei Punkte (p, a) 
aus; die Schnittlinie der Ebenen r, s fällt mit der Verbindungslinie der Punkte 
ff, a und zwar in die Linie L zusammen *), wegen der Bedeutung der in Art. 42 
eingeffihrten Ausdrücke für K. Die Erzeugenden aus einer und derselben 
Gruppe zerfallen in zwei Büschel, von denen je eines in einer der Ebenen 
r, s liegt und einen der Punkte (), a zum Mittelpunkte hat. 

Es entsteht nun die Frtige, auf welche Art die Factoren von F(^), 
0(ti), ilf und P mit einander zusammenhängen. Um sie zu beantworten, wenden 
wir die Substitution ^ = p/7(3£tt)"+9/7(?)w)+r77(3w), durch welche F{§) in 
— iP.*(fi) übergeht, auf die Factoren von F(|) an. Dann wird etwa 

r. in {auP+ßoq+ror)u,, «. in (ajp+/?i5^ + yir)fia 
übergehen. Demnach ist der Pol der Ebene r in Bezug auf den beliebigen 
Complex' p3i+q^ + r^ der zweiten Erzeugung im Allgemeinen ein fester 
Punkt, und zwar der Punkt q; er wird unbestimmt, wenn cc^)p+ß^iq+y^^r = 
ist. Das der zweiten Erzeugung angehörige, durch die Gleichung «MJt?+/?o^+y,;-=0 
bestimmte Büschel liegt also in der Ebene r; und das der ersten angehörige 
in der Ebene r gelegene Büschel hat (> zum Mittelpunkte. U. s. w. 

Verschwindet nicht bloss J^ sondern auch alle adjungirten Determi- 
nanten des Systems 

ih f) ih 9) ih i) 

ih f ) ih 9) (9. 5) 

*) Dieses Gebilde untersucht (unter der Benennung „begrenzter Ebenenschnitt^) 
Herr Schubert, dieses Journal Bd. 71, S. 371 ff. 
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SO werden F(|), *(«i), M und P Quadrate linearer Functionen. Dann reprft- 
sentirt F=0 eine Ebene r, * = einen in ihr gelegenen Punkt q. Die 
beiden Gruppen erzeugender Complexe haben dann nicht bloss eine einzige 
Generalrix gemein, sondern sämmtliche, und diese bilden in der Ebene r ein 
Bfischel mit dem Mittelpunkte q. 

51. Es bleibt jetzt noch der letzte der in Art. 49 aufgefflhrten Falle 
zu erledigen. 

Wenn alle Coefficienten der Form M verschwinden: 

(40.) (5, 5) == (9, 9) = (g, j) = (9, j) = ( j, 5) = (5, 9) = 0, 

so arten alle Complexe der Gruppe ^j:-f^9 + ^5 In gerade Linien aus. Jede 
der Linien ^, 9, g befriedigt, arf Stelle von ® eingetragen, die Gleichungen: 

(5,®) = 0, (9,®) = 0, (g,®) = 0; 

die zur ersten in Reciprocität stehende Gruppe p^ + q^ + r^ ist also mit ihr 
identisch. Jede zwei Geraden der Gruppe schneiden einander; je drei haben 
also entweder eine Ebene oder einen Punkt gemein. *) Um die Trennung 
in diese beiden Fälle algebraisch darzustellen, multipliciren wir die beiden 
Formen F(^), *(w), welche diesmal jedenfalls volle Quadrate werden, mit 
einander. Es ist 

folglich, wenn man die Determinanten multiplicirt und den Factor n^ weglässt: 

wo 

9n = ^E, {^§) 77, (Tcu) = i (5, J)ii5, 
9 12 + 921 - ^E, {ic§) 77, (911) + :SE, (9I) 77, (icu) = (j:, 9) u. 

U.S.W. Wenn daher M identisch verschwindet, so verschwindet 9ik+9H für 
alle Indices i^ k und mithin für alle Werthe |^ u das Product 

7^(^).*«, 
d. h. : es verschwindet dann entweder F{^) für alle Werthe von |, oder •*(«) 
für alle Werthe von u. Im ersteren Falle gehen sämmtliche in der Form 

darstellbaren Geraden durch einen Punkt; 4>(ti) = ist das Quadrat der Glei- 



*) Vgl. hierüber Zeuthen, Math. Ann. Bd. L S. 439; Klein, Inauguraldissertation 
S. 8 und Math. Ann. Bd. II. S. 200. 
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cbang dieses Punktes. Im anderen Falle liegen jene Geraden sämmtlich in 
einer Ebene; F(^) = ist das Quadrat der Gleichung dieser Ebene.*) 

52. Nach dem vorigen Artikel reichen die sechs Gleichungen (40.) 
aus, um das Verschwinden der zehn Coefficienlen von F{§) oder der von 
0(fi) herbeizufQhren. Man kann auch umgekehrt zeigen, wie das identische 
Verschwinden einer dieser Formen jene sechs Gleichungen zur Folge hat. 

Wenn F{§) = ist für alle ^, nicht aber 0(w) für alle ti, so schliesst 
man aus: 

dass M identisch verschwindet, also die sechs Gleichungen (40.) stattfinden. 
Analog verhält es sich, wenn *(tt) = ist für alle u^ nicht aber F(^) für 
alle |. Daran schliesst sich wieder die bereits angegebene geometrische 
Unterscheidung der beiden Fälle. 

Derartige Systeme von je drei Geraden durch einen Punkt resp. in 
einer Ebene sind es, welche in den Ausdrücken von F und 4> in Art. 32—34 
vorkommen. Führt man daselbst für ^, 9, j ein ebensolches System ein, etwa 

80 muss eine der Formen (F) identisch verschwinden und die andere (^) 
ein volles Quadrat werden. Die directe Ausrechnung giebt auch: 



lu^.FiS) = 



i*(«)= 



(»?«)l • • • ('J0)6 

{nY)i • • • iny^ 
{nß)i-inß)6 



(^a)« . . . (|a)3 

Ür)* • • • (^r)3 
(ßr)*-ißrh 

{<xß\...[aß). 



(|j?a/?) {iriay) 

-i^aß) {§f]ßy) 

-(^w) -i^vßr) 

(Tjaßy) 

ivaßr) 

(riaßy) 



= 0, 



wobei zu beachten ist, dass der Factor [riaßy) durch geeignete Umformang 
der y, 9, j (vgl. Art. 33) einmal beseitigt werden kann. Aus diesen Iden- 
titäten ergeben sich Relationen bezüglich solcher Determinanten, wie sie in Art. 33 
zur Berechnuug der Coefficienten gebraucht w^urden. 



*) Schreibt man ® an Stelle von j, so werden F = 0, = die Gleichungen 
der beiden linearen Complexe, von denen der eine oder der andere, wenn die Glei- 
chungen (19.) bestehen, zu dem Systeme (20.) hinzuzufügen ist, um dieses dann re^ 
ducible System in zwei irredueible zu zerlegen. 

Giessen, im März 1872. 
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lieber die Formen der Curven dritter Ordnung. 

(Von Herrn H, Dur^ge in Prag.) 



!ochon frflbe haben die Geometer es sich angelegen sein lassen, die 
Curven dritter Ordnung nach gewissen Eigenschaften zu classificiren, um Aber 
die mannigfaltigen Gestalten derselben einen Ueberblick zu gewinnen. Solche 
Classificationen gaben Newton in der Enumeratio linearum tertii ordinis, 1711; 
Stirling in der Schrift: Lineae tertii ordinis Newtonianae, sive illustratio 
tractatus Newtoni de enumeratione linearum tertii ordinis, 1717; Euler in dem 
zweiten Bande der Introductio in analysin infinitorum, 1748; Plücker in dem 
System der analytischen Geometrie, 1835. Diese Classificationen gewähren 
aber keine vollständige Befriedigung, da sie wesentlich auf einer analytischen 
Grundlage' ruhen, ihre Eintheilungsgrflnde nicht oder doch nicht ausschliess- 
lich von rein geometrischen Eigenschaften hernehmen und deswegen nicht 
einen klaren Ueberblick über die Gestaltungen dieser Linien gestatten. Einen 
erheblichen Fortschritt machte Möbius in der Abhandlung über die Grundformen 
der Linien der dritten Ordnung. *) Er hob darin die wesentlichen Unter- 
schiede vor den unwesentlicheren klar hervor und vereinfachte dadurch die 
Classification um ein Beträchtliches. Seine Eintheilung lässt jedoch in einem 
Punkte noch etwas zu wünschen übrig, nämlich ^arin, dass sie nicht erkennen 
lässt, was die verschiedenen Curvenformen in ihren geometrischen Eigen- 
schaften Gemeinsames oder Verschiedenes darbieten. Zu dieser Erkenntniss 
kann man aber gelangen , wenn man die Beschaffenheit der vier von einem 
Punkte der Curve an die letztere gehenden Tangenten näher betrachtet. 

L 

Wir sondern von den übrigen Curven diejenigen ab, welche einen 
Doppel- oder Rückkehrpunkt besitzen, weil diese Specialitäten bilden, und 
beschäftigen uns zunächst nur mit den allgemeinen Curven dritter Ordnung, 
von deren Punkten immer vier (reelle oder imaginäre) Tangenten ausgehen. 
Zur Erkenntniss der Beschafi*enheit dieser Tangenten führen folgende Sätze: 



*) Abhandlungen der k. säcbs. Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 1. 1849. 

Journal fUr Mathematik Bd. LXXV. Heft 2. 20 
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1. Wenn aus einem Punkte a einer Curee dritter Ordnung vier reelle 
Tangenten mit den Berührungspunkten aiChCh^* ^^ tiie Curve gelegt werden 
können^ und es lässt sich aus einem anderen Curvenpunkte ß eine reelle Tan-- 
gente ßbi an die Curee legen ^ so gehen von ß allemal vier reelle Tangenten 
an die Curve. 

Beweis. Schneidet man die Curve mit biai in y und zieht aus y die 
Strahlen / (01020^04), so sind die Punkte bibib^b^^ in welchen diese Strahlen 
die Curve treffen, die Berührungspunkte der von ß ausgehenden Tangenten. *) 
Diese aber sind alle reell, wenn a^c^a^a^ und bi es sind. 

2. Wenn die aus einem reellen Curvenpunkte ß an die Curve gehenden 
Tangenten /?( 61 626364) alle vier imaginär sind, und es lässt sich aus einem 
anderen reellen Curvenpunkte a eine reelle Tangente aai an die Curve legen, 
so sind alle vier von a ausgehenden Tangenten aifl^a^a^a^ reell. 

Beweis. Man schneide die Curve mit aß in y und ziehe auch die 
aus y an die Curve gehenden Tangenten y{ciC2C3C^) mit in die Betrachtung 
hinein. Dann liegen die 12 Berührungspunkte 01020304, 61626364, C1C2C3C4 
zu je drei auf 16 Geraden und können in Beziehung auf diese Eigenschaft in 
folgender Art gruppirt werden : **) 



Ö161C1 2) O261C2 


3) 


O361C3 


4) 


O4 61 C4 


Ol 62 C2 O2 62 Ci 




O3 62 C4 




O462C3 


Ö163C3 O263C4 




O363C1 




O4 63 C2 


016404 O264C3 




O364C2 




046401. 



Da nun die vier der Annahme nach imaginären Tangenten ß^bib^b^b^) von 
einem reellen Curvenpunkte ausgehen, so sind sie, so wie auch ihre Berüh- 
rungspunkte paarweise conjugirt imaginär. Seien 6162 und 6364 diese Paare. 
Dann sind in der ersten Gruppe die Geraden O161C1 und 016202 imaginär, da 
keine von ihnen durch zwei conjugirt imaginäre Punkte geht; sie sind aber 
conjugirt imaginär, da sie sich in einem reellen Punkte Oi schneiden, und jede 
von ihnen durch einen der conjugirt imaginären Punkte 61 und 62 geht; mit- 
hin sind auch Ci und €2 conjugirt imaginäre Punkte. Dasselbe gilt von c^ und 
C4. Nun muss unter den von a ausgehenden Tangenten ausser ooi mindestens 
noch eine reell sein. Sei diese cro2, dann liefert die zweite Gruppe nichts 



*) Vgl. des Verfassers „Curven dritter Ordnung," art. 382, 
**) Curven dritter Ordnung, art. 385. 
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Neues, sondern bestätigt nur das vorige Resultat. Aber da in der dritten 
Gruppe die Geraden aib^c^ und 0362^4 durch zwei Paare conjugirt imaginärer 
Punkte 6162 und c^c^ gehen, so sind sie conjugirt imaginäre Geraden, und 
folglich ist ihr Durchschnittspunkt a^ reell. Dann versteht sich von selbst, 
dass auch a^ reell sein muss, was überdies die vierte Gruppe bestätigt. 

3. Aus diesen beiden Sätzen folgt unmittelbar: Wenn bei einer Curve 
dritter Ordnung aus einem Cureenpunkte zwei reelle und zwei imaginäre Tan- 
genten an die Curee gelegt werden . können ^ so hat jeder Curvenpunkt diese 
Eigenschaft. 

4. Wenn eon einem Cureenpunkte vier reelle Tangenten ausgehen, so 
besitzt die Curve allemal auch solche Punkte , bei denen die f>ier von ihnen 
ausgehenden Tangenten alle imaginär sind; und umgekehrt. 

Beweis. JMan kann, wie an einem anderen Orte*) gezeigt wurde, 
eine Curve dritter Ordnung stets als den geometrischen Ort der Durchschnittß 
entsprechender Strahlenpaare zweier projectivischer Strableninvolutionen be- 
trachten, und zffar genügt es dazu, zwei der Curve in einem der drei Systeme 
angehörige conjugirte Pole und 0' als Scheitel der Involutionen zu nehmen, 
deren Strahlenpaare nach den Polepaaren desselben Systemes gehen. Alsdann 
sind die den Doppelstrahlen der einen Involution [0] entsprechenden Strahlen- 
paare der anderen [o'J, da diese die Doppelstrahlen in je zwei zusammen- 
fallenden Punkten schneiden, die aus 0* an die Curve gehenden Tangenteii. 
Nun darf man allerdings nicht schliessen, dass wenn die Doppelstrahlen in [0] 
reell sind, auch die Tangenten aus 0' reell seien; denn es kann sehr wohl 
vorkommen und kommt in einem ausgedehnten Falle wirklich vor, dass einem 
reellen Doppelstrahle ein imaginäres Strahlenpaar entspricht, welches dann ein 
imaginäres Tangentenpaar bildet. Aliein, wenn die Doppelstrahlen in [0] 
imaginär sind, so müssen auch die Tangenten aus 0' imaginär sein; denn, da 
die Durchschnitte ^ eines J)oppelstrahles mit dem ihm entsprechenden Strahlen- 
paare die Berührungspunkte des letzteren sind, so würden, wenn einem ima- 
ginären Doppelstrable ein reelles Strahlenpaar entspräche, zwei reelle Tangenten 
entstehen, deren Berührungspunkte imaginär sind, was nicht möglich ist. Sei 
nun ein Punkt der Curve, von welchem vier reelle Tangenten o{abcd) an 
die Curve gehen. Dann sind ab, cd; ac, bd'^ ad, bc conjugirte Polepaare 



*) lieber die Curve dritter Ordnung, welche den geometrischen Ort der Brenn- 
punkte einer Kegelschnittschaar bildet. Math. Annalen, Bd. 5, pag. 83. 

20* 
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in den drei Systemen, und die Durchschnitte 

{ah, cd) = o', (oc, bd) = o", {ad, hc) = o'" 
die dem o in den drei Systemen conjugirten Pole. Jeden dieser drei Punkte 
kann man daher als den Scheitel einer Involution wählen, welche mit der In- 
volution [o] zusammen die Curve erzeugt, und je nachdem man o' oder o'' 
oder o'" wählt, bilden o{ab,cd) oder o{ac,bd) oder o{ad,bc) conjugirte 
Strahlenpaare in [o]. Unter diesen Anordnungen aber giebt es immer eine, 
bei welcher die Strahlenpaare einander trennen, nämlich, wenn man die 
Strahlen o{abcd) so bezeichnet, dass sie in dieser Reihe aufeinanderfolgen, 
die Paare o{ac,bd). Bei dieser Involution sind also die Doppelstrahlen 
imaginär, und folglich sind die aus dem zugehörigen conjugirten Pole o" an 
die Curve gehenden Tangenten alle vier imaginär. — Dass umgekehrt eine 
Curve, welche Punkte mit vier imaginären Tangenten besitzt, auch Punkte 
mit vier reellen Tangenten haben muss, ist ohne Weiteres klar, da jedem 
Curvenpunkte ein Tangen tialpunkt zugehört, von dem eine reelle, und daher 
nach dem zweiten Satze vier reelle Tangenten ausgehen. # 

Nach diesen Sätzen können alle Curven dritter Ordnung ohne Doppel- 
punkt in zwei Gattungen getheilt werden: 

Zur ersten Gattung rechnen wir diejenigen Curven, aus deren Punkten 
theils vier reelle, theils vier imaginäre, niemals aber zwei reelle und zwei 
imaginäre Tangenten an die Curve gelegt werden können. 

Die zweite Gattung bilden diejenigen Curven, bei denen aus jedem 
Punkte zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten an die Curve gehen. 

Diese beiden Curvengattungen haben nun aber auch wesentlich von einander 
verschiedene Formen. Bei der Betrachtung der Gestalten, welche die Curven 
dritter Ordnung darbieten, bemerke man, dass stets je zwei in's Unendliche 
sich erstreckende Curvenäste der nämlichen (geradlinigen oder parabolischen) 
Asymptote sich anschliessen. Solche zwei Aeste kann man dann als im Un- 
endlichen zusammenhängend betrachten; denn lässt man eine Gerade sich um 
einen beliebigen festen Punkt drehen und sieht einen Curvenast als den Weg 
an, den ein Durchschnittspunkt dieses Astes mit der Geraden bei der Drehung 
der letzteren durchläuft, so setzt diese ihre Drehung continuirlich fort^ wenn 
der Schnittpunkt den unendlich fernen Punkt des Astes erreicht, d. h. wenn 
die Gerade der betreffenden Asymptote (oder bei einer parabolischen Asymptote 
der Axe der Parabel) parallel wird, und der derselben Asymptote sich an- 
schliessende zweite Curvenast ist dann als die Fortsetzung des Weges für den 
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Schnittpunkt zu betrachten. Möbius *) sagt mit Recht, dass ,,die Eigenschaften 
welche einer ebenen Linie in Bezug auf ihre unendlichen Aeste zukommen, 
nicht zu den wesentlicheren gerechnet werden können^^ Aus diesem Grunde 
betrachtet er die Projection der Curve aus dem Mittelpunkte einer Kugel auf 
die Oberfläche derselben, weil man dadurch die Curve „von ihren unwesent- 
licheren Eigenschaften entkleidetes und fugt hinzu: ,,Je nachdem man die 
sphärische Curve bald auf diese, bald auf jene Ebene zurfickprojicirt, werden 
bald diese, bald jene Theile der Curve sich in der Ebene als unendliche 
Aeste abbildende Demgemass werden wir solche Curvenstücke, deren unend- 
liche Aeste paarweise derselben Asymptote sich anschliessen, als zusammen- 
hängende Curvenstacke betrachten. 

Dies vorausgeschickt folgt nun leicht, dass jede der ersten Gattung an- 
gehörige Curve, welche also sowohl Tangentialpunkte mit lauter reellen, als 
auch solche mit lauter imaginären Tangenten besitzt, noth wendig aus zwei 
ganz von einander getrennten (auch nicht im Unendlichen zusammenhängenden) 
Theilen bestehen muss. Denn ein continuirlicher Uebergang von reellen zu 
imaginären Tangenten kann nur dadurch eintreten, dass an der Uebergangs- 
stelle zwei Tangenten zusammenfallen; das aber kann bei einer Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt niemals vorkommen. Daher muss eine Curve der 
ersten Gattung immer aus zwei getrennten Theilen bestehen, der Art, dass der 
eine Theil lauter Punkte enthält, eon denen vier reelle, der andere lauter 
solche, von denen vier imaginäre Tangenten ausgehen. Dass eine Curve 
dritter Ordnung nicht mehr als zwei von einander getrennte Theile besitzen 
kann, bedarf wohl keiner näheren Erörterung. 

Es gilt aber auch das Umgekehrte. Wenn nämlich eine Curve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt a.us zwei getrennten Theilen besteht, so muss der 
eine Theil der einen, der andere den beiden anderen Asymptoten sich an- 
schliessen, wenn daher imaginäre oder im Unendlichen zusammenfallende 
Asymptoten vorhanden sind, so müssen diese dem zweiten Theile angehören. 
Demnach erstreckt der erstere Theil sich in's Unendliche und nähert sich mit 
seinen beiden Aesten derselben Asymptote (wir wollen ihn den Theil U 
nennen), während der andere (er möge S^ heissen) entweder ein geschlossenes 
Oval bildet, oder aus zwei im Unendlichen zusammenhängenden Stücken be- 
steht, deren unendliche Aeste paarweise den beiden anderen Asymptoten nach 



') Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung, pag. 8. 
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Art einer Hyperbel sich anschliessen. (Oder es kann auch der Theil S nur 
aus einem in's Unendliche gehenden Stücke bestehen, welcher die unendlich 
ferne Gerade berflhrt.) Lässt man nun eine Gerade sich parallel mit der 
stets reellen, dem Theile U angehörigen, Asymptote verschieben, so trifft sie in 
jeder ihrer Lagen entweder den Theil U oder S oder keinen von beiden in zwei 
reellen Punkten. Bei dem Eintritte in und dem Austritte aus jedem dieser 
beiden Theile wird sie daher zur Tangente und liefert vier von dem unendlich 
fernen Punkte des Theiles U ausgehende reelle Tangenten. Mithin gehört 
eine solche Curve allemal der ersten Gattung an, und man sieht zugleich, dass 
der Theil U diejenigen Punkte enthält, von denen vier reelle Tangenten, der 
Theil S also diejenigen, von denen vier imaginäre Tangenten ausgehen. 

Hieraus folgt nun weiter, dass eine der zweiten Gattung angehörige 
Curvey bei welcher allen Punkten zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten 
zugehören , immer aus einem einzigen vollständig zusammenhängenden Theile 
besteht. 

Dies sind die Formunterschiede, die man mit Möbius als die wesent- 
lichen bezeichnen kann. Sie bieten zugleich in der Beschaffenheit der von 
ihren Punkten ausgehenden Tangenten einen charakteristischen geometrischen 
Unterschied dar. Ausserdem kann nun jede der beiden erwähnten Gattungen 
nach demselben Princip in Unterabtheilungen gebracht werden, nach welchem 
man die Kegelschnitte elnzutheilen pflegt; je nachdem nämlich die unendlich 
ferne Gerade ausser dem einen reellen Punkte, den sie stets mit der Curve 
gemein hat, diese noch in zwei imaginären, oder zwei reellen, oder zwei zu- 
sammenfallenden Punkten trifft, in welchen drei Fällen die Curve eine, oder 
drei geradlinige Asymptoten, oder endlich eine gerade und eine parabolische 
Asymptote hat. Demgemäss lassen sich alle Curven dritter Ordnung ohne 
Doppelpunkt in sechs Arten theilen, von denen zwei als Uebergangsfälle 
auftreten : 

Erste Gattung. Die Curve besteht aus zwei getrennten Theilen U und 
S; aus jedem Punkte von U gehen vier reelle, aus jedem Punkte von S vier 
imaginäre Tangenten an die Curve. U erstreckt sich in's Unendliche und 
schliesst sich mit seinen beiden Aesten derselben Asymptote an. 

a) Eine gerade Asymptote. S bildet ein Oval. 

b) Drei gerade Asymptoten. S besteht aus zwei im Unendlichen zu- 
sammenhängenden Stücken, deren Aeste sich paarweise den beiden anderen 
Asymptoten nach Art einer Hyperbel anschliessen. 
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c) Eine gerade und eine parabolische Asymptote (Uebergangsrall). S 
Jbesteht aus einem ins Unendliche gehenden Siflcke, deren Aeste sich einer 
Parabel anschliessen (die unendlich ferne Gerade berühren). 

Zweite Gattung. Die Curve besteht aus einem einzigen im Unendlichen 
zusammenhängenden Theile. Aus jedem Curvenpunkte gehen zwei reelle und 
zwei imaginäre Tangenten an die Curve. 

a) Eine gerade Asymptote. Die Curve besteht aus einem Stficke, 
dessen unendliche Aeste sich der Asymptote anschliessen. 

b) Drei gerade Asymptoten. Die Curve besteht aus drei in's Unend- 
liche gehenden Stöcken; je zwei nicht demselben StQcke angehörende Aeste 
schliessen sich derselben Asymptote an. 

c) Eine gerade und eine parabolische Asymptote (Uebergangsfall). Die 
Curve besteht aus zwei ins Unendliche gehenden Stücken. Der eine Ast 
jedes Stückes schliesst sich der geraden, der andere der parabolischen 
Asymptote an. 



IL 

Die beiden im Vorigen von einander unterschiedenen Gattungen der all- 
gemeinen Curven dritter Ordnung stehen zu einander in einer eigen thü milchen 
Beziehung, welche hervortritt, wenn man bei den Curven der ersten Gattung 
denjenigen Theil, welcher oben mit U bezeichnet wurde, und der diejenigen 
Punkte enthalt, von denen vier reelle Tangenten ausgehen, für sich allein be- 
trachtet. Es wird sich zeigen, dass dieser Theil bemerkenswerthe Eigen- 
schaften mit den Curven der zweiten Gattung gemeinschaftlich hat, und nicht 
bloss mit diesen, sondern auch mit denjenigen Curven dritter Ordnung, die 
einen isolirten Doppelpunkt besitzen. 

Da nämlich von dem Theile S der Curve erster Classe keine reellen 
Tangenten ausgehen, so enthält U sämmtliche (reelle) Tangentialpunkte , 5 
keine. Daher liegen auf ü auch stets die Durchschnitte der reellen Asymp- 
toten und die drei reellen Wendepunkte. Ferner aber lässt sich zeigen, dass, 
gerade wie bei den Curven der zweiten Gattung, von jedem auf 1/ liegenden 
Punkte immer zwei und nur zwei reelle Tangenten an U gelegt werden 
können. Um dies einzusehen, sei o irgend ein auf U liegender Punkt, und 
o{abcd) die von ihm ausgehenden Tangenten, welche wir wieder so be- 
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zeichnet annehmen wollen, dass diese Strahlen in der ang^egebenen Reihe auf 
einander folgen. Betrachtet man nun das von den Berflhrnngspunkten ab cd 
gebildete vollständige Viereck und dessen Diagonalpunkte 

o' = {ab, cd), o" = {ac, bd), o'" = {ad, bc), 
welche mit o zusammen ein neues Punktquadrupel bilden, so haben wir oben 
gesehen, dass die von o" ausgehenden Tangenten alle vier imaginär sind, so- 
dass o" auf S liegt. Da aber S einen für sich geschlossenen Theil bildet, 
der entweder in einem endlichen Räume enthalten ist, oder sich nach Art 
einer Hyperbel oder Parabel in's Unendliche erstreckt, so hat jede reelle Gerade, 
welche S in einem reellen Punkte trifft, mit diesem Theile noch einen reellen 
Punkt gemein. Nun wird S in o'' von den Geraden ac und bd getroffen, 
mithin liegt von jedem dieser beiden Punktepaare der eine Punkt auf S, und 
also der andere auf U. Von den t>ier eon einem auf ü liegenden Punkte 
ausgehenden reellen Tangenten berühren demnach allemal zwei den Theil S 
und zwei den Theil U. 

Nehmen wir, um etwas Bestimmtes zu haben, an, die Beröhrungspunkte 
ab liegen auf V , cd auf S, so folgt nun weiter, da ab, cd sich in o\ ad, 
bc aber in o"' schneiden, dass o"' ebenso wie o" auf S, dagegen o' auf ü liegt. 
Da nun o\ d\ o'** die zu o in den drei Systemen conjugirten Pole sind, so 
folgt: Bei den Cureen der ersten Gattung ist die Vertheilung der conjugirten 
Pole der Art, dass diese in einem der drei Systeme {oo\ o"o'") stets auf dem- 
selben Theile der Curpe liegen, in den beiden anderen Systemen {oo", o'o'") 
und {oo'", o'o") dagegen stets auf verschiedenen Theilen. Bei den Curven der 
zweiten Gattung giebt es nalörlich nur ein System reeller conjugirter Pole, 
das dem vorhin zuerst genannten analog ist. 

Der auf U liegende Punkt o' liegt mit den beiden auf demselben Theile 
befindlichen Punkten a, b in gerader Linie, daher hat man: Zieht man eon 
einem auf U liegenden Punkte die beiden Tangenten an diesen Theil mit den 
Berührungspunkten o, o\ und eon dem einen, o, auf's Neue die Tangenten 
an den nämlichen Theil mit den Berührungspunkten a, b, so liegt der andere, 
o\ mit den beiden letziteren a, b in gerader Linie. Und dieser Satz behält 
seine Geltung, wenn statt des Theiles U einer Curve erster Gattung, eine aus 
der zweiten Gattung substituirt wird. 

Im Folgenden soll ausschliesslich nur von reellen Punkten die Rede sein, 
daher werden wir den Zusatz ^reelP als selbstverständlich in der Folge weg- 
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lassen. Ausserdem gelten die folgenden Betrachtungen ebensowohl von dem 
Theile U einer Curve der ersten Gattung^ wie von einer Curve der zweiten 
Gattung, es mögen daher beide unter der Benennung ^^eine Curve (7^ zu* 
sammengefasst werden. 

Die Durchschnitte der harmonischen Polare eines Wendepunktes mit 
einer Curve dritter Ordnung sind die Berührungspunkte der von dem Wende* 
punkte ausgehenden Tangenten, wahrend die vierte Tangente die Wendetan- 
gente ist; daher wird eine Curve 17 von einer harmonischen Polare stets nur 
in einem Punkte geschnitten. Sind nun dy d, d!' diese Durchschnitte, den 
Wendepunkten w, w', cd" resp. zugehörig, so sind sie zugleich die den letzteren 
conjugirten Pole in demselben Systeme. Da aber w, w\ o}' in einer Geraden 
liegen, so bilden diese mit d, d\ d" die sechs Ecken eines vollständigen 
Vierseits, d. h. wrf'rf", oJdl'dy ix!'dd! liegen in je einer Geraden, oder: Die 
Durchschnitte einer Curee U mit den harmonischen Polaren zweier Wende^ 
punkte liegen mit dem dritten Wendepunkte in gerader Linie. 

Für das Folgende muss zuerst nachstehender Satz bewiesen werden : Lässt 
man den Berührungspunkt einer Tangente eine Curve U durchlaufen^ so durchs 
^äuft der zugehörige Tangentialpunkt diese Curee in entgegengesetzter Richtung. 

Beweis. So lange der Berührungspunkt seine Bewegungsrichtung 
nicht ändert, behält auch der Tangentialpunkt die seinige im Allgemeinen bei 
und könnte sie höchstens beim Uebersebreiten eines Wendepunktes ändern, 
weil nur an diesen Stellen die Tangente den Sinn ihrer Drehung umkehrt. 
Zieht man aber in der Nähe eines Wendepunktes eine Tangente an die Curve, 
so muss der Tangentialpunkt auf der entgegengesetzten Seite des Wendepunktes 
liegen. Denn die Curve kehrt in dem Berührungspunkte der Tangente ihre 
convexe Seite zu und kann derselben nicht eher wieder begegnen, bis die 
Convexilät in eine Concavilät übergegangen ist, sodass zwischen dem Be- 
rührungspunkte und dem Tangentialpunkte mindestens ein Wendepunkt ent- 
halten sein muss. Da nun diese beiden Punkte in dem Wendepunkte zusam- 
menfallen, so nähern sie sich dem letzteren von entgegengesetzten Seiten, 
überschreiten ihn und gehen dann wieder nach entgegengesetzten Seiten aus- 
einander. Hiernach ändert also ein Tangentialpunkt beim Ueberschreiten eines 
Wendepunktes seine Bewegungsrichtung nicht, .|.wenn der Berührungspunkt 
dies nicht thul, und da der erstere an diesen Stellen sich in entgegengesetzter 
Richtung bewegt, wie der letztere, so findet dasselbe|durch die ganze Curve 
hindurch statt. 
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Hieraus folgt sofort, dass die Berührungspunkte d, d\ d" der aus den 
Wendepunkten co^ w', w" an eine Curve U gezogenen Tangenten zwischen 
den Wendepunkten enthalten sein müssen, oder, was dasselbe ist, diese 
zwischen jenen. (Wir stellen uns dabei immer die Curve als im Unendlicbmi 
zusammenhängend vor.) Um dies zu zeigen, sei t ein Tangential^unkt, 6 
und ß die beiden ihm zugehörigen Berührungspunkte. Jedesmal wenn einer 
der letzteren in einen Punkt d fällt, fällt der andere und gleichzeitig auch t 
in den zugehörigen Wendepunkt oi. Nehmen wir an, t und b beCnden sich in 
(o, also ß in d. Lässt man nun diese Punkte sich bewegen, so schlagen 
nach dem vorigen Satze b und ß die nämliche, t aber die entgegengesetzte 
Richtung ein.. Lässt man b von cu nach d, also gleichzeitig ß von d nach 
a> (in derselben Richtung, also auf der anderen Seite der Curve) gehen, so 
bewegt sich t in entgegengesetzter Richtung um die ganze Curve herum von 
Ol nach diesem Punkte zurück. Dabei muss also t sowohl dem b, als aoch 
dem ß begegnen, und da dies nur in einem Wendepunkte geschehen kann, 
so liegt ein Wendepunkt u)' zwischen co und d^ und der dritte cd" zwischen 
d und (o, (Man denke sich diese Punkte etwa symbolisch auf der Peripherie 
eines Kreises vertheilt.) Wir nehmen nun ferner w' als Ausgangspunkt für 
t und 6, sodass dann ß von d' ausgeht, und lassen t von w' über d nach 
(o" sich bewegen, also ohne einen Wendepunkt zu überschreiten; dann geht 
b in entgegengesetzter Richtung von (o' nach d", ohne seinerseits einen 
Wendepunkt oder einen anderen Punkt d zu überschreiten; ß aber geht in 
der der vorigen gleichen Richtung von cT nach w", ebenfalls ohne einen 
Wendepunkt oder einen anderen Punkt d zu treifen. Mithin liegt d" zwischen 
o>' und (o, und d! zwischen w und a>". Demnach ist die Reihenfolge dieser 
Punkte auf der Curve die folgende: 

dmd*mdo}*d, 
und man sieht, dass jeder Wendepunkt zwischen denjenigen zwei Punkten d 
enthalten ist, mit denen er in gerader Linie liegt. 

Fasst man nun die so durch die Punkte d auf der Curve U ent^ 
stehenden Abschnitte in's Auge, in denen jedes Mal nur ein einziger Wende- 
punkt enthalten ist, so erkennt man leicht, dass, wenn man aus einem Punkte 
t die beiden Tangenten an die Curve U zieht, immer ein Berührungspunkt und 
nur einer in demselben Abschnitte liegt, wie der Tangentialpunkt t. Denn 
während t z. B. die Strecke coa>' durchläuft, die den Punkt cT' enthält, be-- 
schreibt der eine Berührungspunkt b die Strecke tJi)d\ der andere ß die 
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Strecke da)' So lange also t zwischen co und d^' bleibt, liegt b mit ihm in 
demselben Abschnitte, nämlich in d'd"; gelangt aber t in die Strecke cTW^ 
80 Üegt der andere Berahrungspunkt ß mit ihm in demselben Abschnitte^ 
nimlich in d'*d. 

Zieht man jetzt aus einem Punkte b^^ der etwa in dem Abschnitte 
d^d!' liege, welche den Wendepunkt (o enthält, diejenige Tangente an die 
Curve Uy deren Berührungspunkt 6, in denselben Abschnitt fftllt, sodann ans 
bi wieder diese Tangente mit dem Berührungspunkte bi^ und aus 62 die eni-^ 
i^rechende Tangente 6263, so liegen die Punkte 6u, 62 auf der einen, 61, 6^ 
auf der anderen Seite des Wendepunktes w. Offenbar können weder b^bj 
noch 6163 zusammenfallen, sonst erhielte man eine Doppeltangente, also mnss 
entweder 6» oder 6, naher an dem Wendepunkte liegen, als der andere dieser 
beiden Punkte. Schreitet man nun von 60 über oj nach 6| vorwärts nni 
geht in derselben Richtung um die ganze Curve nach 62 weiter (wobei man 
ein oder mehrere Male durch das Unendliche hindurch muss)^ so wird dabei 
bo überschritten^jj^er nicht überschritten, je nachdem 6^ oder b^J der näher an 
tt) gelegene Punkt ist. Dann bewegt sich gleichzeitig der dem Tangential-« 
punkte zugehörige Berührungspunkt in der entgegengesetzten Richtung von 
bi über m und 62 nach 63, und, um nach 63 zu gelangen, muss 6| über-« 
schritten werden oder nicht, je nachdem vorhin 60 überschritten wurde oder 
nicht. Wenn daher 62 näher (oder weiter) an w liegt als 60, so liegt auch 
bi näher (oder weiter) als 61 . Man sieht also, dass der Berührungspunkt bei 
dem fortgesetzten Tangentenziehen entweder sich unaufhörlich dem Wende- 
punkte nähert, oder sich unaufhörlich von diesem entfernt. Nun kann aber 
der letztere Fall nicht stattfinden. Denn, da dabei von der Annäherung ao 
eine Grenzlage nicht die Rede sein kann, indem bis zu dem nächsten Wende- 
punkte kein Punkt auf der Curve sich vorfindet, in welchem eine solche ein- 
treten könnte, so würde, wenn der Berührungspunkt sich unaufhörlich vo» 
dem Wendepunkte entfernte, einmal eine Lage eintreten, bei welcher ein 
Berührungspunkt noch innerhalb des in Betracht kommenden Abschnittes d'd" 
läge, der nächste aber schon ausserhalb desselben fiele, sodass es dann nicht 
möglich wäre, eine Tangente zu ziehen, deren Berührungspunkt mit dem 
Tangentialpunkte in dem nämlichen Abschnitte enthalten ist, was gegen einen 
früheren Satz streitet. Der nämliche Widerspruch würde sich ergeben, wenn 
ein Berührungspunkt gerade z. B. auf d" fiele, denn dann liegt, wie früher 
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gezeigt wurde, der nächste noch innerhalb der Strecke wd'^ der darauf folgende 
aber mfisste aber d" hinaus fallen. Demnach nähert sich bei diesem fortgesetzten 
Tangentenziehen der Berührungspunkt unaufhörlich dem in dem betreffenden 
Abschnitte liegenden Wendepunkte^ indem er abwechselnd von der einen Seite 
des letzteren auf die andere hinübergeht. 

Die vorstehenden Sätze gelten ebensowohl von den Curven der zweiten 
Gattung, als von dem Theile U der Curven erster Gattung. Sie sind aber an 
einem anderen Orte*) auch von den speciellen Curven dritter Ordnung be- 
wiesen worden, welche einen isolirten Doppelpunkt besitzen. An derselben 
Stelle wurden von diesen Curven noch andere Eigenschaften mitgetheilt, und 
namentlich gewisse Vielecke näher betrachtet, welche der Curve gleichzeitig 
ein- und umgeschrieben sind, und dadurch entstehen, dass man die successiven 
Tangentialpunkte eines Berührungspunktes verfolgt und die Fälle untersucht, 
in denen ein späterer Tangentialpunkt mit dem ersten Berührungspunkte zu- 
sammenfällt. Auch diese Eigenschaften lassen sich bei den allgemeinen 
Curven U wiederfinden, doch wollen wir auf ^dieselben hier^icht näher ein- 
gehen, da sie besser unter einem anderen Gesichtspunkte betrachtet werden. 

Aus der Uebereinstimmung, welche die betrachteten Curven in ihren 
Eigenschaften zeigen, lässt sich ersehen, auf welche Weise eine Curve der 
ersten Gattung in eine der zweiten Gattung fibergeht. Indem nämlich bei einer 
Curve der ersten Gattung der Theil S in einen Punkt zusammenschrumpft, 
entsteht eine Curve mit einem isolirten Doppelpunkt, und diese geht in eine 
Curve der zweiten Gattung fiber, dadurch dass der Theil S in allen seinen 
Funkten imaginär wird. Bei diesen Uebergängen behält aber der Theil U 
die Eigenschaften, die ihm, wenn er ffir sich allein betrachtet wird, in seinen 
reellen Punkten zukommen, bei. 

Die Curven dritter Ordnung mit einem eigentlichen Doppelpunkte ver- 
halten sich anders. Eine solche entsteht aus einer Curve der ersten Gattung, 
indem der Theil S sich mit dem Theile U verbindet und zur Schleife wird, 
denn von dieser gehen keine reellen Tangenten an die Curve. Dabei fallen 
zwei der auf U liegenden reellen Wendepunkte und die Punkte d in den 
Doppelpunkt, ebenso auch fünf der auf S liegenden reellen Punkte d, sodass 



*) lieber fortgesetztes Tangentenziehen an Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppel- oder Rttckkehrpunkte. Math. Annalen Bd. 1. 
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von den neun reellen Durchschnitten der Curve mit den drei reellen harmo- 
nischen Polaren nur ein einziger auf der Schleife liegender äbrig bleibt, alle 
äbrigen aber sich in dem Doppelpunkte vereinigen. Diese Curven gehören 
weder zu der ersten, noch zu der zweiten Gattung, oder wenn man will, 
gleichzeitig zu beiden, indem sie mit jener das gemein haben, dass von ihren 
Punkten zum Theil nur reelle, zum Theil nur imaginäre Tangenten ausgehen, 
mit dieser dagegen das, dass sie nur aus einem einzigen zusammenhängenden 
Theile bestehen. Der Uebergang von reellen zu imaginären Tangenten wird 
bei ihnen durch das Zusammenfallen derselben im Doppelpunkte vermittelt. 

Prag, 11. November 1871. 
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lieber Functionen, welche ein den Funcüonal- 
determinanten analoges Verhalten zeigen. 

(Von Herrn Roaanet in Breslan.) 



j^us drei binfiren homogenen Formen von gleichem Grade können 
durch paarweise Verbindung drei Fnnctionaldelerminanten and durch Wieder- 
holung dieses Processes drei neue Formen abgeleitet werden. Herr Clebach *) 
hat einen allgemeinen Salz aufgestellt und bewiesen, nach welchem die letzten 
drei Formen sich von der nrsprßnglicben nur um einen gewissen Factor 
unterscheiden. 

In analoger Weise, wie die Funclionaldelerminante aus den ersten 
Ableitungen zweier binärer Formen gebildet wird, kann man die zweiten Ab- 
leitungen von drei binären Formen zu einer Determinante verbinden, welche 
die Eigenschaft bat, sieb nur um einen constanten Factor zu findern, wenn 
an Stelle der gegebenen Formen drei willkQrlicbe lineare Verbindungen der- 
selben treten. Werden nfimlich die drei Formen mit fiftf^., die Variablen 
mit Xi, X2 bezeichnet und die Ableitungen durch obere tndices unterschieden, 
so dass 






fr 



dxg dxj 



SO hat die Determinante die Form 



fU fM fll 

A h h 

fi' ff /•.'■ 
rr f? ri' 

Wenn nun vier binäre Formen n^" Grades, /i^^A, gegeben sind, 
so kann man hiernach aus ihnen vier neue bilden, welche bei passender 
Zeichenwahl 91, tp,, 9)3, tpt heissen mOgen. Durch denselben Process, durch 




*) Dieses Journal Bd. 69, p. 355 and Bd. 70, p. 174. 
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welchen die tp ans den f entstanden sind, bilde man vier neue Formen 
tpitpiV^y^A aus den (p; dann soll im Folgenden der Satz bewiesen werden, 
dass die Formen tp den f proportional sind und zwar 

wo, unter /t einen numerischen Factor verstanden, 



M = fi. 



n 



iti 



A 



111 



/s 



tu 



A 



111 



A 



112 



A 



112 



112 



A 



122 



A 



122 



•222 



•222 



A 



/•I2:j 
3 

ZT' 



A 



112 



122 



A 



also ein volles Quadrat ist. 

Beweis. — Bezeichnen Ati, ^29 ^39 ^4 willkOrliche Constanlen, so 
kann man schreiben: 





A" 


A" 


n' 


A" 




A" 
fP 


A" 


A" 
A" 


A" 




h 


h 


*5 


*4 



Sind j^i, 2^2 beliebige Grössen, und multiplicirt man die vorstehende Gleichung 
mit der Determinante 



xl 


aJi^i 


y\ 





XIX2 


Xtt/i+ahyi 


2y,y2 





X2 


Xitfi 


yl 














1 



deren Werth bekanntlich gleich {xitfi — x^tfiy ist, so erhält man, wenn wie 
üblich {xy) för Xiy2''X2yi geschrieben und die Bezeichnungsweise 

n. s. f. in Anwendung gebracht wird: 



(1.) ^k,<p,{xyy = «(«-!)' 



A 
<^A 



A 
<^A 



A 
^A 



A 



"1 *2 



»3 *4 
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Rosanes, iAer ein die binären Formen betreffendes Theorem. 



Da nun d{F.G) = F.dG-\-G.dF und d(xy) = ist, so folgt aus (1.): 

A A n f* 



(2.) -2**,^ \<Pi{xyn = ^kixyY^ip, = n(n-iy 



^fi ^u ^n ^f* 

f^ifi ^3/2 ^ifi «^jA 



Ä, 



&4 



(2-0 



1= n{n—\)' 



+«(»— ly 



A A A 


A 


<J'A <^A <JA 


<^A 


^*fi fftfi <i*fi 


<y«A 


Kl A2 ^3 


A4 



und in derselben Weise ans (2.)^ 

n h h U 

^2/1 ^2(1 ^ih ^ih 

^zh ^3/2 ^3/3 ^3/4 

»1 Ä2 A3 Ar4 

Zu beachten ist hierbei, dass die ^-Operation bei einer Determinante (in der- 
selben Weise, wie die Differenlialion) durch successive Ausföhrung^ an den 
einzelnen Reihen vollzogen wird. Diejenigen Determinanten aber, welche 
entstehen, wenn man diese Operation an der ersten oder zweiten Horizontal- 
reihe in der Determinante (1.) oder an der ersten in der Determinante (2.) 
durchfahrt, verschwinden. 

Analog der Darstellung der Formen (p durch die fm der Gleichung (1.) 
können wir jetzt die ^^ durch die if ausdröcken; es ist nämlich, wenn 
3 (« — 2) = p gesetzt wird : 



2k,xp,{xyf = p{p-\y 



und folglich: 



<pl 


<pi 


ys 


V* 


d(pi 


^<P2 


Jyj 


S(p* 


di(pi 


dtq>t 


^2<P3 


S^tpi 


Äi 


Aa 


h 


h 



(3.) 2k,Uxyr = p{p-\y 



fpii^y? <Pi{xyf <P3{xyf (pt(xyf 

'^Viixyf ^(pi{<^yf ^(piixyf <i(p^{xyf 

^2<Pi(!i:yy <ii(pi{xyf ^2(Pi{xyf ^i<pt{xyy 



Äi 



ks 



k. 



Bezeichnet man nun die Determinante 

A A A A 
^fi <JA <^A <J'A 

(Jj/i «Jj/i <^2fl «JjA 
<^3A <^3A <^3A ^if* 
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mit P und ihre Unterdeterroinanten derart mit Pa^ dass P^ den Coefficienten 
von djt bedeutet, so werden nacti (1.) und (2.) die Terme der ersten beiden 
Horizontalreihen der rechten Seite in (3.) bis auf den Zahlenfactor n{n—iy 
den Grössen 

— -«219 •'229 -«23 9 "«24 

und die der dritten Zeile in (3.) bis auf denselben Zahlenfactor nach Glei- 
chung (2''.) den Grössen 

Pn-{OU)i, Pi2-(014),, Pi3-(014)3, Pu-(014)4 

gleich, wo (014)i, ... die vier Determinanten dritten Grades aus den Elementen 
des Rechtecks 

A A A A 
^fi (JA <^A <^A 

^4A ^4/2 ^^4/3 ^4^4 

bedeuten. Setzt* man diese Werthe in die Formel (3.) ein, so geht dieselbe 
in folgende aber: 

■»31 "»32 -«33 -«34 

■»21 '«22 ^23 "«24 

Ph-(041),P„-(041),P„-(014)3P„-(014) 

»i A2 »3 »4 

■« ^1 X ^-J ■I33 134 



^*,V/,(xy)"=- 



p.(/>-i)^K«-iy 



211 



1 



= -p(p-lTtt\n-iri«.2h/,- 



31 



21 



32 



22 



23 



24 



(014), (014), (014), (014), 



Äj Ä2 »3 n^ 

Die letzte Determinante aber verschwindet identisch, wie sich durch Multi- 
plication mit 

A A A A 
^A <^A <^A ^A 

A| Aj A3 A4 

f*i fh fh f** 

leicht ersehen lässt. Demnach reducirt sich die vorige Gleichung auf: 
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Rosanes, aber eim die bimärem Formern betreffendes Problan. 



•(«-!)' («-2/i» = 



lllJ 



lA'" A?" /?" A' 



lA'" rr A'" A"* 



A" 



rr rr /n 



/r/f* 



Um hier endlich des Faelor (dcy)** zo beseitigen, schreiben wir: 

Sa^x, a;|jf2+2a;,X2Sri Jf?a5,+2y,y,a?i Syjy 

3x,«| a^,+22,x,jr2 y?*i+2jfijfja5i 3y,y: 

a| «JjTt y|a^ Jfl 



wo die zweite DeterBiaante den Werth {xgf besiUt, and finden daher unter 
Einf&hrong eines nnmerisdien Factors u: 



\r n" fr fV" 



r< = "A 



'Af' 
|A" 

iA^ 



m 



n n 

rr A" 






fr rr 



(• = 1,2,3,4) 



wie behauptet war. — 

Das bewiesene Theoreai hat ebenso, wie das die Functionaldeter- 
jBJnanten betrelende, eine ein&cbe geometrische Bedentiing. Versteht man 
Binüich nnter Iil2lsli die Coordinaten eines Punktes im Räume und fasst 
Xiix^ als Terinderlichen Parameter auf, so repräsentiren die Gleichungen 
^^ "= A ^^^ RaoBcvre wf^ Ordnung Tom Geschlecht Null. Die Schmiegangs- 
rtene « dieser Curre im Punkte | hat die Coordinaten: aui = fpi. Hier- 
durch werden die Ebenen derjenigen abwickelbaren Flache dargestellt, welche 
die gffdiene Linie lur Rflckkehrkante hat. Demnach müssen die Gleichungen 

die gegebene Linie darsteUea, d. h. die ^ den f proportional sein. 
Der hierbei auftretende Factor 



n h 



fi" fr- 
fr- A 



m 



«5 



/?« fr rr fr 

«♦M, jl*kh N«U ^elH, dicj«4UfMi 4(»-3) Pankle, deren Schmiegungs- 
•h«««« ^«liMiAr «i«d *V PAr • » 3 ist dies die Bedingung, unter welcher 
i\» i\tx^ dr«l)«'r Orti»«isr i« •i»«' Ebene enthalten ist. 




iU«Mf«««M(ri<s 
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Sowohl in Bezug auf die Anzahl der Variablen, als in Bezug auf 
den Grad der Ableitungen ist der obige Satz der Erweiterung fähig. Aus 
^m(m+l) Formen mit m homogenen Veränderlichen ist eine Determinante 
der zweiten Ableitungen ebenso zu bilden , wie aus drei binären; aus 
^m(rn +i)+i solchen Formen f entstehen dadurch ebenso viele neue, (py und 
aus diesen auf dieselbe Art ebenso viele neue Formen tp. Die y/ sind den 
/ proportional. — Endlich lassen sich die dritten Ableitungen aus vier binären 
Formen zu einer Determinante zusammenstellen u. s. f. 

Breslau, im April 1872. 
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lieber die Darstellung binftrer Formen als 

Potenzsuminen. 

(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 



V on den binären Formen ungeraden Grades hat Syhester gezeigt, 
dass eine jede sich in ein Aggregat einer bestimmten Anzahl von Potenzen 
linearer Formen fiberfähren lässt. Durch eine ähnliche Methode ist man im 
Stande, n gegebene binäre Formen fi^®° Grades als lineare Verbindungen der 
vollständigen Potenzen derselben n linearen Formen darzustellen, gleichviel 
ob n gerade oder ungerade ist. Diese Darstellung soll im Folgenden nach- 
gewiesen werden. Dabei ist die Methode der symbolischen Bezeichnungs- 
weise benutzt worden, weil der hier auftretende Satz, betreffend die Dar- 
stellung symbolischer Producle, als Summen von Potenzen, für die Trans- 
formation algebraischer Formen in Polenzsummen Oberhaupt von allgemeinerem 
Interesse zu sein scheint. 

Es seien a?,«^ ^,x^ • • • ^«% die symbolischen Ausdräcke für n binäre 
Formen n^^^ Grades und hierin 

Setzt man dann zur Abkürzung 



Pki Pia 



= {a,p,\ 



80 repräsentirt die Gleichung 

(!•) (öiJ»i)(ö.P2)...(a,pJ = 

fär 1 = 1, 2, ... n ein System von n linearen Gleichungen zwischen den 
elementaren symmetrischen Functionen der Verhältnisse -^, welche somit 
dadurch als die Wurzeln einer Gleichung n^^^ Grades mit rationalen Coeffi- 
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cienten vollsiändig definirt sind. Dieses Werthsyslem -^, . . . -^ benutzen 
wir in der folgenden Betrachtung. 

Versteht man unter Qi^2"'9n irgend eine Permutation der Zahlen 
12...I» und setzt 

so soll zunächst gezeigt werden, dass Ai^^^ bei Yertauschung irgend zweier 
der Indices ^2^3...^^ keine Aenderung erleidet. In der That, verlauscht man 
etwa ()2 mit ^^ und nennt fflr den Augenblick das Resultat A', so ist (der 
Index i mag bis auf Weiteres weggelassen werden): 

wenn zur Abkürzung fflr die p bloss deren Indices geschrieben werden. Da 
aber die hier auftretende Differenz 

(öe2)(PlP3)-(a(>3)(PlP2) = (öei)(P2P3) 

ist, so ergiebt sich auf Grund der Gleichung (1.): 

A^^-Ä = 0. 
Ich fahre nun die n linearen Functionen 

(Pk = Pkl^l+Pk2^2 (Ä=12...«) 

ein und multiplicire beide Seilen der Identität 

öx(eiP2) = 9^,(0^2)- 9^. (öpi) 

mit (0(^2) (^(^3) • • • (^Cn) 9 so fällt rechts das zweite Glied in Folge der Glei- 
chung (1.) fort, und es bleibt: 

oder mit Benutzung der Bezeichnung (2.): 

(2^) a^ (0^2) (a(>3 ) . . . («(>•) = A^^ cp^ (pi ^2) (pi ^3) • • • (Pi Pn). 

Es lässt sich mithin das Product von a^ mit n—\ Factoren (a(>.) durch das- 
jenige (p^j^ ausdrflcken, dessen Index Qj, im Producte nicht vorkommt. 
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Dieses Ergebniss kann dahin erweitert werden, dass das Product 
i*«» Grades in x (für A = 1, 2, . . . «) 

ai(»Pi+i)(ö?HO •••(«?») 
sich aus den k^^^ Potenzen der X Formen 

linear zusammensetzen lässt. Es beruht dies auf dem Satze: 

Besteht für jede Permutation ^i Q2 «*• • ^n wid für einen bestimmten Werth 
ton it die Identität: 

so besteht dieselbe auch für den Werth l+\. 

Um ihn zu beweisen, multiplicire man beide Seiten der Identität 

mit a]c{a^i^'^..*{aQ^. Man erhSlt alsdann 

(4-) I 

Hier ist das zweite Glied der rechten Seite unmittelbar nach (3.) ausdrfickbar. 
Für das erste Glied ergiebt sich nach derselben Formel, wenn man darin 
ifi mit Qij^i vertauscht, der Werth: 

%l^,^\^\S^''9^) (PtPi+2) . . . {9k9n\ 

.(Ä=l, 2, ... A-1, i+1) 
und somit, wenn man die Werthe in (4.) einträgt: 
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k=2 



+ ^?;l+l9'^J^!l(PHl P;i) (?i+i ?hO • • • i9x+i Qn) 
- ^^i^^et' <'^^P^+») i9x(fi+2) . . . (PipO 

woraus nach Beseitigung des Factors ((>i+i(>;i) die Behauptung folgt. 

Fflr X = i ist die angenommene Darstellung in Formel (2^) bereits 
ausgeführt. Sie gilt daher auch für die äbrigen Werthe von X, d. h. es ist 
für 1 = 12...« und l = i...n: 

Wählt man hier für k den Werth n^ so gelangt man schliesslich zu 
der gesuchten Darstellung der n gegebenen Formen, nämlich: 



*=!• k=:n 



Aus den n Formen lassen sich also auf n Arten lineare Verbindungen 
zusammensetzen, welche n^^ Potenzen werden. Dass die Darstellung durch 
Potenzen eine völlig bestimmte ist, ist leicht einzusehen, da eine solche 
durch wiederholte Polarenbildung zu den Gleichungen (1.) führt*). 



*) Setzt man symbolisch das Produet der n linearen Formen y,.y,...y« = «*, so 
besteht zwischen ^* und jeder der n Formen aj^ die Relation (a^;i)* = 0. Umge- 
kehrt, verschwinden diese simultanen luyarianten von nr mit a? .... a", so lassen 
sich diese als Summen der Potenzen der linearen Factoren von n^ darstellen. Das 
Verschwinden der simultanen Invariante (an)* zweier binärer Formen aj., ;i* ist noth- 

wendig und hinreichend, damit jede von ihnen sich als Summe der Potenzen der 
Linearfactoren der andern darstellen lasse. 
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Fär i} = 3 liefern die Gleichungen 

(fi = 0, ^2 = 0, ^3 = 

die Werthsysleme — ^, welchen die drei Wendepunkte der durch die Glei- 
chungen 

p.li = <x, p.^2 = ö|,x, p.l3 = a?,x 

dargestellten ebenen Curve dritter Ordnung entsprechen. — Fflr n = 4 er- 
geben sich aus den Gleichungen 

^1=0, ^2 = 0, 93=0, ^4 = 

diejenigen vier Punkte der durch das System (> . |< = a^x dargestellten Raum- 
corve vierter Ordnung, deren Osculationsebenen stationär sind. 

Breslau, im April 1872. 
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lieber die Darstellung der Functionen complexer 
Variablen, insbesondere der Integrale linearer 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 



U ra eine mehrdeutige Function f{z) einer complexen Variablen von 
einem Punkte A der j5- Ebene längs einer vorgeschriebenen Curve L bis zu 
einem anderen Punkte B der Ebene fortzusetzen, wird bekanntlich die Curve 
L in solche Abschnitte zerlegt, dass jeder einzelne einem Gebiete angehört, 
innerhalb dessen f{z) eindeutig und stetig ist. Die innerhalb dieser Einzel- 
gebiete gültigen EntWickelungen dienen alsdann dazu, den VS^erth der Function 
von Abschnitt zu Abschnitt, und demnach auch den Endwerth in B zu be- 
rechnen. Dieses Verfahren leidet ausser an der grossen Beschwerlichkeit in 
der praktischen Durchführung an dem wesentlichen theoretischen Mangel, dass 
dasselbe nicht a priori den Zusammenhang zwischen den W^erthen der Function 
am Anfang und am Ende des Weges L erkennen lässt. Selbst wenn es ge- 
lingt, für die Function f{z) eine einheitliche analytische Darstellung, welche 
in der ganzen Ebene gültig ist, zu finden, z. B. eine solche, wie ich sie für 
die Integrale linearer DifiTerentialgleichungen in den Annali di Matemat. d. d. 
Brioschi e Cremona, Ser. IL, tom. IV., fasc. I. gegeben habe, werden der 
Natur der Sache nach die einzelnen Glieder der Entwickelung vom Fort- 
setzungswege abhängig sein, es wird mithin dieselbe Schwierigkeit auf die 
einzelnen Glieder zurückfallen. 

Die folgende Arbeit hat die hier aufgeworfene Frage zu ihrem Aus- 
gangspunkte genommen. In derselben wird gezeigt, dass man durch algebraische 
Hülfsmittel die ;s- Ebene in zwei Gebiete Gi und 62 zerlegen kann von fol- 
gender Beschaffenheit: 

Das eine Gebiet G2 ist ein endliches, das andere Gi der übrig bleibende 
unendlich grosse Theil der Ebene. 

Die Grenze zwischen beiden Gebieten ist eine sich selbst nicht schnei-^ 
dende algebraisch bestimmbare Curve, und die sämmtlichen endlichen singu- 
lären Punkte der Function befinden sich auf derselben. 
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Innerhalb des Gebietes G2 ist f{z) eindeutig und stetig, innerhalb Gi 
nur für J5 = 00 nicht eindeutig und stetig. Es werden für jedes dieser Ge- 
biete Reihenentwickelungen der Function gegeben, welche bezQglich innerhalb 
der ganzen Fläche gültig sind. Die Entwickelung innerhalb G^i liefert die 
durch die Umläufe um 00 von einander verschiedenen Werthe auf ähnliche 
Weise, wie eine nach Potenzen von & fortschreitende Reihe. — Die Her- 
« leitung dieser Entwickelungen setzt nur voraus, dass man einen Zweig einer 
bestimmten algebraischen Function von z^ der innerhalb G^ eindeutig und 
stetig ist, für jeden Werth von & innerhalb dieses Gebietes zu berechnen 
verstehe. 

Der Zusammenhang der Functions werthe des einen und anderen Ge- 
bietes ist von dem Verhalten der Function in den Umgebungen der auf der 
Grenze liegenden singulären Punkte derselben abhängig. Ist derselbe er- 
mittelt, und führt eine Curve L von einem Punkte A des einen Gebietes zu 
dnem Punkte B des anderen Gebietes, so lässt sich, wenn der Ausgangs- 
werth der Function in A bestimmt ist, der Werth derselben in B berechnen, 
ohne dass man die Zwischenstufen der Werthe längs der Curve durchzu- 
machen hätte. 

Der Zusammenhang wird für die Integrale linearer Differentialglei- 
chungen aufgestellt, und somit für diese das gestellte Problem vollständig gelöst. 



Erste Abiheilung. 
1. 
Es sei 

(1.) F{u>) = -^, 
^ ^ ^ ^ u>g(w) ' 

worin /(tr) und g(iv) ganze rationale Functionen bedeuten, welche für «7 = 
nicht verschwinden. Ferner seien die beiden complexen Variablen to und 
101 mit einander durch die Gleichung 

(8.) V(», »0 = ^^ = 

verbunden. 

Dero Werthe ir = entsprechen von Null verschiedene Wurzeln Wi 

dar Gleichung (2.). Ist daher Kr eine mit dem Radius r um den Anfang 

der w beschriebene Kreislinie, so befinden sich die einem Punkte u) der 
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Flache desselben zugehörigen Wurzeln Wi der Gleichung (2.) sämmtlich ausser- 
halb Kr, wenn r eine gewisse Grenze nicht überschreitet. 

Diese Grenze sei r^Ry und K die mit R beschriebene Kreislinie. 
Es befindet sich alsdann der Annahme nach keiner der irgend einem Werthe 
w des Inneren von K entsprechenden Werlhe Wi ebenfalls innerhalb K. Es 
ist aber auch keiner dieser Werlhe Wi auf der Peripherie K gelegen. Ge- 
setzt nämlich, es entspräche einem Werlhe ir = ir^"^ des Inneren ein Werfli 
w^ = wf^ der Peripherie von K, so würde auch wegen der Symmetrie der 
Gleichung (2.) in Bezug auf tr und tri, dem Werthe w^wf^ der Peripherie 
ein Werth ii?4 = ir^"^ des Inneren von K entsprechen. Da aber ir,, so lange 
es endlich ist, sich mit u) stetig ändert, so würde alsdann auch einem dem 
fD = wf^ hinlänglich nahe im Inneren von K gelegenen Punkte w ein Werth 
«?i entsprechen , der in der Nähe von w^ = tr^"^ ebenfalls im Inneren von K 
befindlich wäre. — Aus demselben Grunde ist auch kein Punkt tri, der einem 
Punkte tD der Peripherie K entspricht, im Inneren gelegen. — Es wird daher 
auf der Peripherie K einen oder mehrere Werthe «? geben, zu denen eben^ 
falls auf der Peripherie befindliche Werthe tri gehören. 

Der Kreis K ist demnach der grösste der Kreise K^y welche die 
Eigenschaft haben, dass die irgend einem Werthe w des Inneren derselben 
zugehörigen Werthe Wi ausserhalb derselben befindlich sind. Sein Radius R 
ist eine von Null verschiedene Grösse. Wir wollen den Kreis K den zur 
Function F{w) ^zugehörigen Grenzkreis nennen. 

Innerhalb des Kreises K liegt keine Wurzel der Gleichung 

(3.) F\w) = 0, 

wo F'(a?) die Ableitung von F{w) bedeutet. Denn sei ito eine Wurzel dieser 
Gleichung, so genügt der Gleichung (2.) u>i = u> = Wo- Befände sich nun t^o 
im Inneren von K, so würde auch Werthen u> innerhalb K^ die hinlänglich 
nahe an w^ liegen, Werthe Wi ebenfalls innerhalb K in der Nähe von Wo 
entsprechen. 

Die Wurzeln der Gleichung: 

(4.) ^(ir) = 

liegen ausserhalb K. Denn da dem Punkte ir = des Inneren von K ausser 
fa^ = oo die Wurzeln der Gleichung g{u)i)=^0 zugehören, so befindet sieb 
jede der letzteren aus den oben angegebenen Gründen ausserhalb K. 

Hieraus ergiebt sich auch, dass nur, wenn g(w) eine Constante und 

23» 
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f{w) eine ffir ir = nicht verschwindende ganze rationale Fanction ersten 
Grades ist, der Grenzkreis die unendliche Ebene nmfasst, in allen übrigen 
Füllen aber ist R eine endliche Grösse. 

2. 

Beschreibt der Punkt w einen Kreis Kr^ so beschreiben die zage- 
hörigen Wurzeln der Gleichung (2.) vor. Nummer Curvenzweige (Sr, C ^ . . . , 
welche wir als die mit Kr »u$ammengehörigeH Curtfenzweige bezeichnen. — 
Ein Punkt w von K^ und ein Punkt Wi einer Curve S^ sollen entsprechend 
heissen, wenn Wi mit w durch die Gleichung (2.) vor. Nummer verbanden ist. 

Die mit einer vom Grenzkreise K eingeschlossenen Kreislinie Kr zu- 
sammengehörigen Curvenzweige haben nach der vor. Nummer weder mit dem 
Inneren noch mit der Peripherie von K einen Punkt gemeinschaftlich: Die 
mit K zusammengehörigen Curvenzweige dagegen haben mit der Peripherie 
von K einen oder mehrere Punkte gemeinschaftlich, treten aber nirgendwo 
in das Innere desselben ein. Die letzleren Curven seien S', S", . . . , und es 
habe 6' mit K den Punkt w' gemeinschaftlich. Es können alsdann zwei 
Fälle eintreten: 

Entweder ist w' als Punkt von (E' dem w' als Punkt von K ent- 
sprechend. Es wird alsdann die Gleichung (2.) in vor. Nummer durch 
Wi = w = w' befriedigt, d. h. es ist w' eine Wurzel der Gleichung (3.) vor. 
Nummer. 

Oder es ist w' als Punkt von 6' einem anderen Punkte w = w" von 
K entsprechend. Es erlangt alsdann, wenn nicht die Curve (S' längs einer 
w' enthaltenden endlichen Strecke auf K fällt, der Modul von Wi längs der 
Curve S' ffir den Werth w = w" den Minimalwerth R. Es ist also unter 
allen Umständen, wenn man 

w=^rei^, Wi^r^e"^'' 

3eiit, -^ fttr fp = fp", tPi = w' Null oder unendlich. 
dip 

Nun folgt aus Gleichung (2.) vor. Nummer 
Bowofft itoh w iuf der Peripherie K, Wi auf S', so ist i/r = 0, also 
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Bezeichnen wir den Werth von 

dtp 



w 



der «. rt I 

- für W=^tD y ITi = IT 



dtp 



mit A+Bi, so folgt aus Gleichung (2.) 

(3.) ^ = RB, ^ = -A für u, = tc", «, = «,'. 

Da R weder Null noch unendlich ist, so folgt also 

5 = oder B = oc. 

Es sei i) B= oc^ so ist auch, da -^ für w = ir", iti = «?' nach No. 1 
endlich ist, tt-^ für dieselben Werthe Null, d. h. 

tr'-tr" L (to'— «?")' J "" ^' 

d. h. da w' und tr" von einander verschieden angenomnoen wurden, und nach 
Gleichung (2.) vor. Nummer 

F'(ir') = 0. 

Es wäre demnach w' eine Wurzel der Gleichung (3.) vor. Nummer. 

Es sei 2) B = 0. 

Die Durchschnittspunkte eines Kreises Kr mit den mit K^ zusammen- 
gehörigen Curvenzweigen ergeben sich aus der Gleichung (2.) vor. Nummer, 
wenn man in derselben w = re^ und iri = re^'* setzt. Die Sonderung des 
reellen und imaginären Theiles liefert alsdann zwei Gleichungen zur Be- 
stimmung der Werthepaare (p und (pi als Functionen von r^ welche Durch- 
schnittspunkten entsprechen, derart, dass der Durchschnittspunkt re^'* der Kreis- 
linie Kr und der mit ihr zusammengehörigen Curve (^r dem Punkte re^' des 
Kreises Kr entspricht. 

Die Durchschnittspunkte sind imaginär für alle Kreise innerhalb K; 
es ist wenigstens einer reell für /f selber. Für diesen Punkt sei fD = w"=Ref'"\ 

u), = w' = Re"^''. Ist für diese Werthe -^ nicht Null, d. h. w' nicht Wurzel 

der Gleichung (3.) vor. Nummer, so entsprechen den Werthen w innerhalb 
einer hinlänglich kleinen den Punkt w'' umgebenden geschlossenen Curve 
Werthe von tri ebenfalls innerhalb einer den Punkt w' umgebenden ge- 
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geschlossenen Curve, und zwar die innerhalb K fallenden Werthe Wi den 
ausserhalb K fallenden Werlhen w. Daher werden die Kreise /C für Werthe 
von r^ R bis zu einer gewissen Grenze von einer der mit ihnen zusammen- 
gehörigen Curven geschnitten. Eine Ausnahme bildet nur der Fall, dass die 
mit K zusammengehörigen Cürven, welche K treffen, in ihrer ganzen Aus- 
dehnung auf /f fallen. In diesem Falle können die Durchschnittspunkte für r>>/i 
wenigstens bis zu einer gewissen Grenze ebenfalls imaginär sein. 

Für die Grössen q) und (pi als Functionen von r ergiebt sich aus 
Gleichung (1.) 

Der Annahme nach ist -^^ für w = %ci\ hdx = ir' nicht Null. Es ergiebt 
sich also aus Gleichung (4.) für ii? = ir", ij0^=ivci: 

Wenn nun nicht die mit K zusammengehörigen und K treffenden Curven- 
zweige in ihrer ganzen Ausdehnung auf K fallen, so sind nach dem Obigen 
y und (fi für r^R bis zu einer gewissen Grenze reelle Functionen von r. 
Es folgt alsdann aus Gleichung (5.) 

(^+1)4- = 0, 

oder da R endlich und von Null verschieden: 

(6.) A = -1. 
Die Gleichung (1.) giebt alsdann fär w = tD", tOi = w 

(7.) ^+id<p, = ^ + id<p, 

woraus sich ergiebt: 

(8.) dfi = dr, d(pi = rfy. 

Ist aber tr dem w'' in beliebiger Richtung unendlich benachbart und innerhalb 
K gelegen 9 also dr negativ, so muss den obigen Eigenschaften des Grenz- 
kreises K zu Folge das zugehörige tri ausserhalb K unendlich nahe an w' 
liegen, also dri positiv sein, was der ersten Gleichung (8.) widerspricht. 

Demnach muss für ir=ip", ii?i=ir', -^ verschwinden, oder ir'=ir" sein. 
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Wir gelangen also in beiden Fällen zu dem Resultat: 
Wenn die mit K zusammengehörigen und K treffenden Curven nicht in 
ihr^ ganzen Ausdehnung auf K fallen, so sind die Durchschnittspunkte der- 
selben mit K Wurzeln der Gleichung (3.) vor. Nummer. 

3. 

Der Fall, dass die mit dem Grenzkreise zusammengehörigen und den- 
selben treffenden Curven in ihrer ganzen Ausdehnung auf ihn fallen, tritt 
z. B. ein, wenn 

Die Gleichung (2.) No. 1 wird: 

(2.) Ao'-A2tDWi = 0. 

Mit einem Kreise Kr gehört eine einzige Curve zusammen, nämlich ein Kreis 
Kriy dessen Radius 

(3.) r' = |mod A. 

Da beide Kreise concentrisch sind, so können sie sich nur treffen, wenn sie 
zusammenfallen, wenn also 



(4.) r' = r = |/mod.-^ = R. 



Der Kreis mit dem durch diese Gleichung bestimmten Radius ist der Grenz- 
kreis für dieses Beispiel. 

Die Gleichung (3.) No. 1 wird: 

(5.) ^-^2tr' = 0. 

Man sieht, dass die Wurzeln dieser Gleichung sich auf der Peripherie des 
Grenzkreises befinden. 

Wir wollen zeigen, dass allgemein toenn die mit dem Grenzkreise zu- 
sammengehörigen und ihn treffenden Cureen in ihrer ganzen Ausdehnung auf 
denselben fallen, auf der Peripherie desselben sich Wurzeln der Gleichung (3.) 
No. 1 befinden. 

Es folgt nämlich für die correspondirenden Punkte der Peripherie 
K und einer mit K zusammengehörigen und auf sie fallenden Curve, da gleich- 
zeitig dr==Oy dri = aus Gleichung (1.) vor. Nummer 
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Hieraus ergiebt sieb, dass für solcbe correspondirenden Punkte 

dtp 

dw j 

— = A 






reell ist. Es geht daber für solche correspondirenden Punkte die Gleichung (1.) 
vor. Nummer über in: 

A{^ + idcp)+^+idcr, = 0, d. h. 

(7.) dri=^ —Adr, d(pi = —Adcp. 

Bezeichnen wir wieder mit w = ir", iti = tr' zwei solcbe correspondirenden 
Punkte, so entspricht den Eigenschaften des Grenzkreises zu Folge einem 
dem w'' unendlich benachbarten im Inneren von K befindlichen Werth w 
ein dem w' unendlich benachbarter ausserhalb K befindlicher Werth tri, d. h. 
einem negativen dr ein positives dr^. Die erste Gleichung (7.) ergiebt daher, 
dass A positiv ist. Bewegt sich nun der Punkt w, um die Peripherie K. zu 
erzeugen, so bewegt sich gleichzeitig «Ti, um die correspondirenden Punkte 
der mit K zusammengehörigen Curve zu erzeugen. Aus der zweiten Glei- 
chung (7.) ergiebt sich, dass sich die beiden auf der Peripherie K bewegenden 
Punkte w und Wi in entgegengesetzter Richtung bewegen, und da w jeden- 
falls einen vollständigen Umlauf vollzieht, so folgt, dass sie sich begegnen 
mfissen, also zwei correspondirende Punkte zusammenfallen. Für solche aber 
geht die Gleichung (2.) No. 1 über in 

F'{w) = 0. 
Da innerhalb des Grenzkreises keine Wurzel der Gleichung (3.) No. 1 be- 
findlich ist, so ergiebt sich als Resultat der Untersuchung dieser drei Nummern 
der Satz: 

Der Rckdius des Grenzkreises ist der Modul derjenigen Wurzel der 

Gleichung 

(A.) F'(tr) = 0, 

welche unter allen Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat. 

4. 

Es werde die coroplexe Grösse z mit der complexcn rö>>r ?r «hirrh . 

die Gleichung 

(1.) a = Fiio) 

verbunden, wo F(tr) dieselbe Bedeatang bat wie in No. 1. 
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Jedem Kreise K^ in der w Ebene entspricht eine geschlossene Curve 
Cr in der z Ebene; dem Grenzkreise K entspreche die geschlossene Curve 
C, welche Grenzcurve heissen möge. 

Die den Kreisen Kr innerhalb K entsprechenden Curven C^ schneiden 
sich weder selbst noch unter einander. Denn von den einem solchen Schnitt- 
punkte z zugehörigen Wurzeln tr der Gleichung (1.) mflssten mindestens zwei 
verschiedene sich innerhalb des Grenzkreises K befinden. Dieselben seien 
w und f^i, so würden sie die Gleichung: 

(2.) F(iw)-F(w,) ^ Q 

befriedigen. Dieses ist aber der Definition des Grenzkreises zu Folge nicht 
möglich. 

Eliminirt man z zwischen der Gleichung 

,g . d[g(w),w\ _ df(w) ^ Q 
^ '' dw dw 

und der Gleichung (1.), so erhält man die Gleichung 

(4.) F{tc) = 0. 

Die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechenden Werthe von j5 sind also 
die Yerzweigungspunkte der algebraischen Function tr von z, Gleichung (!.}• 

Zwei Curven Cr und C,, welche zwei unendlich benachbarten Kreisen 
innerhalb K entsprechen, liegen so, dass diejenigen Punkte, welche zwei un- 
endlich benachbarten Punkten der beiden Kreise entsprechen, selber unendlich 
))enachbart sind, dass also die eine Curve von der anderen ganz um- 
schlossen wird. 

Da nun Cr für unendlich kleine r ganz im Unendlichen, für endliche 
von Null verschiedene, hinlänglich kleine r ganz im Endlichen sich befindet, 
so folgt, dass von zwei Curven C^, die zu verschiedenen Kreisen innerhalb K 
gehören, diejenige die andere umgiebt, welche dem kleineren Kreise entspricht, 
und dass die Curve Co sich nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt. 

Es sei F die von der Grenzcurve C in der z Ebene eingeschlossene 
Fläche, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass, wenn r von Null bis 
R wächst, die Ebene z sich mit einer Schaar geschlossener, continuirlich an- 
einander liegender und sich umschliessender Curven Cr erfüllt, welche die 
ganze Ebene mit Auschluss der Fläche F einfach bedecken. Diese von ihnen 
bedeckte Fläche heisse F\ 
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Es entspricht alsdann jedem Punkte der vom Grenzkreise einge- 
schlossenen Fläche in der w Ebene nur ein Punkt der Fläche F' in der 
J5 Ebene, und umgekehrt, oder beide Flächen sind Abbildungen von einander. 

5. 
Es seien in der z Ebene die Punkte 2i, &2^ ••• ^m+i gegeben, so 
kann man die ganze rationale Function 1»^^° Grades <p{w) so bestimmen, dass 
die Function 

(1.) , = iM 

ffir die willkfirlichen Punkte o^, Oj, ... «„^.i in der tr Ebene resp. die 
Werthe «i, «2, ... ä«+i liefert. In der That sei 

f(w) = (f/?~ai)(M?-a2)...(M? — a«+i), 

so ist 

(2.) <p{w) = 3!^/;(tr), 

wo /'(tt?) die Ableitung von /"(tr) bedeutet, die gesuchte Function. 
Allgemeiner ist die Function: 

^ '' tr ' 

fflr eine beliebige rationale Function von w, die für keinen der Punkte 
«1, «2, ... a^4.i unendlich wird, von derselben Eigenschaft. 

Der Radius des Grenzkreises der Function (3.) ist nach No. 3 der 
kleinste Modul der Wurzeln der Gleichung: 

wo die Ableitungen durch obere Accente angedeutet sind. 

Es seien insbesondere cci, »29 ••• ^m+i die ii»+l Wurzeln der 

Gleichung : 

(5.) ir-'+^-l = 0, 

80 geht die Gleichung (4.) über in: 

(6.) ir<^'(tr)-y(tr)+V'(«^)[»»«^"^' + l] + «?V''(«?)(tt?"^'-l) = 0. 

Ist der Radius des Grenzkreises der Ftyiclion (1.) grösser als Eins, 
oder was dasselbe ist, sind die Moduln der Wurzeln der Gleichnng: 

(7.) fcq>'{fD)—q>{w) = 
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sämmllich grösser als Eins, so wählen wir v^(fr) = 0. Ist dagegen der Modul 
von mindestens einer der Wurzeln der Gleichung (7.) kleiner oder gleich 
Eins, so wählen wir rp{w) so, dass die Moduln der Wurzeln der Gleichung (6.) 
sänimtlich grösser als Eins werden. Den Nachweis der Möglichkeit einer 
solchen Wahl und die wirkliche Herstellung einer der gemachten Anforderung 
genügenden Function rp(jc) wollen wir im Folgenden geben. 

6. 
Wir wählen: 

(1.) VW^-i^z^, 

wo a und ß Constanten, und zwar letztere von Eins verschieden. Setzen 
wir zur Abkflrzung 

(2.) w(p'iw)-(p{w) = G(fr), 

so geht die Gleichung (6.) vor. Nummer über in: 

Zunächst wollen wir ß so bestimmen, dass die Function: 

(4.) Ä(fr) - ( ^^.m-n , ^a 

innerhalb des mit dem Radius Eins um den Anfang der tr beschriebenen 
Kreises E und auf der Peripherie weder Null noch unendlich wird. Ist 
dieses erreicht, so sei M der Minimal werth des Moduls von H(w) innerhalb 
und auf der Peripherie von E^ N der Maximalwerth des Moduls von ö(fr) 
innerhalb desselben Kreises und dessen Peripherie, so darf man a nur so 
wählen, dass 

(5.) iJfmod.a>iV, 

um zu erreichen, dass die Wurzeln der Gleichung (3.) oder 

(6.) G{w)-aH{w) = 

sämmtlich ausserhalb E befindlich sind. 

Es ist nun erstlich ersichtlich, dass 

mod./?>>l 

sein muss. Setzt man nämlich den Zähler von H{fD) gleich Null, so ist 
mod./9 das Product der Modulen der Wurzeln der gebildeten Gleichungy 
welche sämmtlich grösser als Eins sein sollen. 

24» 
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Vi^hXi nn moA.S>\. so wird II r* innerhalb E nnd auf der Fe- 
ripfcerie tod E nicht unendlich. Wie i niher zn bestimmen ist, damit H{w) 
mch innerhalb derselben Grenzen nicht verschwinde, soll nunmehr ge- 
iei£t werden. 



Ans der Abhaadlnng des Herrn Hermite (extrait d'une lettre a 
M. Barckardiy dieses JonmaL Bd. 52. p. 45) ergiebt sich nämlich leicht fol- 
gender Satz: 

Es sei gegeben die Gleichung: 

1/ FV = 0, 

wo F 3^ eine ganze rationale Function mit beliebig complexen Coefficienten. 

Substitaires wir 

• ■-1 



5 = e- 



i«--l 



wo i = |— 1 and 9 reell nnd positiv« nnd bezeichnen die dadurch entsiandene 

Gleichung mit: 

3; Ä »^ = 0, 



die Anzahl der Waneln dieser Glei 
positiv oder negativ ist« respective 
fkkug J.' £e ansserhalb oder innei 
llpaakt der s be^ckriekenen Kretsflicl 
In der nal folgt a» Gleidinng ,2.; 



4. • = • :=--i — IT? — zr-r^* 



. , Cx•-^y•-e•) 



.« ^ 



W«WI «HM 

» = x-rf» 

»«t«t Da ^ Pwikt s $ic)i Mss«rba)b oder innerhalb des mit dem Radios 
l> WfcbrkWw« Kw*»* beindeU je nachdem 

V» dW Am»M d« Wnwetai der Gleiebnng (3.) mit posiüven und 
••«•Äw» Cj-jltcicntt» w» • «• i«den, bedienen wir ans eines Salies, 
«^«Iv^Mk Herr MrwiÄr i« dw**bMi Abbandlan; (p. 44) gegeben. Danach 
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ist eine quadratische Form ^ zu bilden, welche in eine Summe von Quadraten 
linearer Functionen ihrer Variablen mit reellen Coefficienten zu verwandeln 
ist. Es ist alsdann die Anzahl der positiven und negativen Quadrate resp. 
gleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung (3.) mit positiven und negativen 
Coefficienten von i*). 

Für unseren Zweck sei die Gleichung (1.) eine quadratische: 

(5.) F{z) = A^+A^z+A2Z^ = 
und (» = 1, so verwandelt die Substitution 

/a\ iu — \ 

(6.) z = -. — -j- 

^ ' tw + 1 

dieselbe in: 

(7.) ^(A,+A,+A,)u'+2i{A,^A,)u+A,-'A, + A, = 0. 

Setzt man 

fa + ai = —{Ao+Ai+A^)^ 

(8.) 6 + 6'i = 2iiA,^A,\ 

so ist 

(9,) i5 = (a'6-ö6>l+2(a'c-öc>x«o+(6'c-6c')Ä2**). 

Verwandelt man diese quadratische Form in eine Summe von zwei Quadraten, 
so befinden sich innerhalb des Kreises mit dem Radius Eins eine, zwei, oder 
keine Wurzel der Gleichung (5.), je nachdem eines der Quadrate, beide, 
oder keines das negative Vorzeichen hat. 



*) Bei dieser Gelegenheit bemerken wir, dass, wenn man bloss wissen will, ob 
überhaupt innerhalb des Kreises mit dem Radius q eine Wurzel der Gleichung (1.) 
enthalten ist, oder was dasselbe besagt, ob Überhaupt der Coeilficient von t in einer 
Wurzel der Gleichung (3.) negativ ist, diese Frage häufig schon durch folgenden Satz 
entschieden werden kann: 

Ist der Coefßcient irgend eines der Quadrate der Form $ negativ, so befinden sich 
Wurzeln der Gleichung (1.) innerhalb des mit g beschriebenen Kreises. 

In der That bleibt bekanntlich die Anzahl der positiven und negativen Vorzeichen 
in der in eine Summe von Quadraten transformirten Form ^ für jede Transformation 
dieselbe. Man kann aber immer eine solche Transformation vornehmen, bei welcher 
das Quadrat mit dem negativen Vorzeichen beibehalten wird (vergl. Serret cours 
d'algöbre sup. t. L, p. 426). 

**) In der jETermtf eschen Abhandlung (S. 44) sind inthümlicherweise die Coeffi- 
cienten der Form (9.) des Textes mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen. 



n 
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8. 
Die Gleichung, welche man erh&lt, wenn man den Z&hler der Function 

H{id) (No. 6, Gleichung (4.)) gleich Null setzt, lautet: 

(1.) ß-{m+2-mß)v + v- = 0, 
wo 

(2.) V = «?"■" 

gesetzt ist. Diese Gleichung, verglichen mit Gleichung (5.) vor. Nummer giebt 
statt Gleichung (7.) vor. Nummer: 

(3.) {m+l){l-ß)tt'+2i{ß-i)u+m+d-im-i)ß = 0. 
Es sei demnach ß reell, so ist 

ja = (m+l)(l-/?), o' = 0, 
(4.) 6 = 0, b' = 2iß-l), 

lc = f»+3-(f»-l)/?, c'=0. 
Es ist alsdann 

(5.) ig- = 2(m+l)(l-/?/aI + 2(/?-l)[m+3-(w-l)/9]aS, 

eine Form, die nur Quadrate enthält. 

Die Gleichung (1.) hat keine Wurzel e innerhalb des Kreises mit dem 
Radius Eins, oder was dasselbe ist, die Gleichung 

(6.) Hiw) = 

hat keine Wurzel w innerhalb des Kreises E, wenn 

2(/3-l)[in+3-(iii-l)/?]>0, 

oder, da nach No. 6 der absolute Werth vOn ß grösser als Eins sein muss, 

(7.) l</i<^. 
Wir wfihlen 

(8.) ß = -!^-i. 

Die Function v^(tr) in No. 6 lautet alsdann 

und die Function H(tp) wird: 

(10.) Ä(fr) - [(»,-i)«,-.^.-(». + i)3' 
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In der That folgt aus der Gleichung: 

(11.) (»»-l)«r'("+'H2er-+'+m+l = 



.„-+1 _ -i±i>^-2 

IT — 



III — 1 

Da der Modul dieses Ausdruckes 



/ 






SO hat die Gleichung (11.) keine innerhalb E oder auf der Peripherie E be- 
findliche Wurzel. 

9. 
Der Minimalwerth M des Moduls der Function H{w) innerhalb des 
Kreises E ergiebt sich 



^^'^ m*+2m*+4m'+2m~l 

Wählt man daher a so, dass 

(2.) Mmoi.a>N, 
so ist der Radius des Grenzkreises, der zur Function: 

\,o.j »- ^ "^ L(ii»-l)i(?-+*-(iii+l)]ir 

gehört, grösser als Eins. 

Es ist zu bemerken, dass es nicht erforderlich ist, den Maximalwerth 
N des Moduls von G{w) innerhalb E wirklich aufzusuchen. Es lAsst sich 
vielmehr jedesmal unmittelbar eine positive Zahl N' angeben, unterhalb welcher 
sich iV befinden muss, und die Ungleichung (2.) ist a potiori befriedigt, wenn 

(2".) Mmod.a^N'. 

Das Quadrat einer solchen Zahl iV' wird erhalten, wenn man in Cr (fr) für w 
setzt re^^ alsdann G{fc) mit dem conjugirlen Werlhe multiplicirt, endlich in 
dem so erhaltenen Quadrate des Moduls von G{w) die negativen Vorzeichen 
in positive verwandelt und an die Stelle von cos 9)^ sin 9)^ r die Einheit setzt. 
Ebenso kann man in die Ungleichung (2.) statt M jede kleinere po- 
sitive Zahl M' setzen; z. B. för fii^2 



rA\ Mjrt (3m— i)}/m— 1 , u tjrt 3lll— 1 

(4.) 3f' = -^ 5^ oder auch ^ = -qs;! — 



9^4 — * «— - 9^^ 
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10. 
Es sei wie in No. 5 

A«p) = »-+'-1 und 
Wenn die Gleichung 

(1.) Ui(p'{w) — (p{u)) = 

innerhalb E befindliche Wurzeln hat, so ist es häufig möglich, durch eine 
Permutation der Grössen j5|, Zj^ ... z^^i in dem Ausdrucke für (p{u)\ welche 
einer veränderten Zuordnung dieser Grössen zu den auf der Peripherie von 
E liegenden Einheitswurzein aj^^ o,, ... a.^i gleichkommt, zu bewirken, dass 
für die veränderte Function (pi{w) die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung: 

ausserhalb E liegen. Wir werden in No. 12 ein solches Beispiel kennen lernen. 
In solchen Fällen reicht die Substitution: 

(2.) 2. = ^"^ 

aus, um einen Grenzkreis zu erzielen, dessen Peripherie E umgiebt. 

Wenn aber für jede Permulation der Grössen «i, ^2, ... ä«+i einige 
oder mehrere Wurzeln der Gleichung (1.) innerhalb E befindlich sind, so 
muss man zur Substitution (3.) vor. Nummer seine Zuflucht nehmen, deren 
zugehöriger Grenzkreis den Kreis E umgiebt. 

Es sei z. B. 

m = 3, 5i = l, Ä2 = 0,l, Ä3 = 0,l.f, A4 = —0,1. 
Für m = 3 ist allgemein 

daher wird die Gleichung (1.): 

(4.) W(#r) = - [«i+t«2-«3--i»4]+ [Äi-ta2-«3+«Ä4] tr'+ 2 [»i— ä2+«3— «J w^ = 0. 
Für unser numerisches Beispiel ist der Modul des Coefficienten von to^ in 
dieior Glolöhung stets grösser als der von tr'', welche Permutation der 
Oröffion J5i, J92 9 4j9 ^4 Buch gewählt werde. Es hat demnach in diesem Falle 
diu Gleichung (4.) mindeslens eine Wurzel, deren Modul kleiner als Eins, 
dio also innerhalb K liegt. 
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Fär die obige Permulalion lautet die Gleichung (4.): 
(5.) G(fr) = -(l+0,l.«) + (l-0,3.f>-+2(l-fO,l.i>^=0. 
Man erhält 

jmod.'G(fr) = 1,01 -(1,94 cos 2^ + 0,8 sin 2(p)r'- 4,0400839)1^ 

^^'^ 1 + 1, 09 r* + (3,88 cos y~ 1,6 sin (p)r*+ 4,04 r«, 

wenn 

w = re^ 

gesetzt wird. Werden in (6.) die negativen Vorzeichen in positive verwandelt 
und statt r sowie statt der Cosinusse und Sinusse die positive Einheit gesetzt, 
so ist innerhalb E 

(7.) mod.'G(fr)<18,4. 
In unserem Falle ist 

(8.) M=^- 
Wir bestimmen demnach 



(9.) -^mod.a^>/18,4, 

und können danach 

(10.) a^31 

annehmen. Die Substitution (3.) vor. Nummer wird alsdann 

(i+0,l.i)(i+to + «>') + (i-0>3.t>' , 31 (tr*- 1) 
^*^'^ ^ ^ 4ir "^4 '(ir*~2)ir* 

Der dieser zugehörige Grenzkreis umgiebt den Kreis E. 

11. 

Fassen wir nunmehr die Hauptresultate der vorhergehenden Unter- 
suchung zusammen. 
I. Es sei 

wo f{w) und g{w) ganze rationale Functionen der complexen Variablen w 
sind, die für w = nicht verschwinden, und R der kleinste unter den Moduln 
der Wurzeln der Gleichung: 

(2.) F'(tr) = 0. 

Es bedeute ferner K die in der Ebene der w mit dem Radius R um den Null- 
Journal für Mathematik Bd.LXXV. Heft 3. 25 
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pankt beschriebene Kreislinie, C die Curve der js Ebene, welche diesem Kreise 
vermittelst der rationalen Function 

(3.) z = F(tr) 

zugehört, so entspricht jedem Punkte innerhalb K nur ein Punkt in dem 
ausserhalb C liegenden unendlichen Flächenranme F'^ und umgekehrt^ d. h. 
die Flächen K und F' sind Abbildungen von einander. 

Wir nennen K den Grenzkreis und die Curve C die Grenzcurve, 
welche zur Function (3.) gehören. 

IL Sind in der ss Ebene m + i Punkte iSi, S2^ ••• 2«+x gegeben, so 
lassen sich die Functionen f{u)) und g{w) folgendermassen bestimmen: 

1) Der Radius R des Grenzkreises ist grösser als Eins, so dass die 
Curve Ce in der z Ebene, welche dem Kreise E mit dem Radius Eins in der 
w Ebene entspricht, ganz der Fläche F' angehört. 

2) Den Punkten «i, aj? ••. «m+i entsprechen in willkürlicher Zuord- 
nung m+i Punkte auf der Peripherie E^ welche die m+i Wurzeln der 
Einheit darstellen. 

Aus dieser Bestimmung ergiebt sich, dass einerseits die innere Fläche 
des Kreises E und die äussere unendliche Fläche der Curve Ce, andererseits 
der Ring zwischen den Kreisen K und E und der Ring zwischen den Curven 
C und Cc Abbildungen von einander sind. 

Wir wollen die Curve C^ den zu dieser so bestimmten Substitution (3.) 
zugehörigen Absonderungsschnitt nennen. 

12. 

Um zum Vorhergehenden ein Beispiel zu geben, seien eier Punkte 
^19 ^2) ^3 9 ^4 in der z Ebene gegeben, derart dass 

und man setze nach No. 5 

\ 

so liefern die vier auf der Peripherie des mit der Längeneinheit um den An- 
fang der w beschriebenen Kreises E liegenden Punkte «i = 1, «2 = «^ «3 = — 1? 
«4 = —! resp. die vier Werthe «i, jsj, «3, z^. 
Es sei 

z=x+y%, Zj,^x,+yj,i, 
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und es bewege sich w auf der Peripherie des mit dem Radius r um den 
Anfang der w beschriebenen Kreises Kr^ so dass 

w = r(cosy + isin9?), 

alsdann folgt aus Gleichung (1.) oder 

y = i|(«iSJny-a;2COS9))(r— — )+(yiCOsy-|-yisiny)(r+— )}• 
EHminirt man zwischen diesen Gleichungen cos 9) und sin^ nnd setzt: 

p =a:j(r+— )-y.(r--), j», = «^(r-— )+y,(r + — ), 

P2 = ii:i(r+y)+y,(r-y), p, = -ir,(»--— )+y,(r+— ), 

80 ergiebt sich als Gleichung der Curve C^ in der 2 Ebene: 

, (4.) Mpl+pl)x'-8{ppi+p2P3)xy+A(p''+pl)y^ = {piP^-pPi?- 
Diese Gleichung stellt eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt im Anfang der 



Zf wenn 



PiPi—Ppi^^- 
Die Längen der Halbaxen der Ellipsen a, und br ergeben sich auf bekannte 
Weise, wenn man 

(5.) Xi-\ryi = (t, Xi-y2 = a', yi+X2 = /5, yi—^ — ß' 
setzt : 



(6.) 




Die Ellipse verwandelt sich in ein System zweier zusammenfallender gerader 
Linien, wenn 

oder 

(7.) (a^+/9")r'-(«'^+/5^)-l = 0. 

25* 
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Diese Gleichung hat eine reelle positive Wurzel: 



«"+/?• 



Fär r = sind die Axen der Ellipse unendlich gross, für wachsende Werthe 
von r nehmen die Quadrate der Halbaxen ab, bis für den Werth (8.) von r 



d. h. die Ellipse eine mit der Axe 2ar zusammenfallende Doppellinie wird. 

Für Werthe von r, die grösser sind als der Werth (8.)^ nehmen al 
und bl wieder fortwährend mit wachsendem r zu. 

Bekanntlich sind die Richtungen der beiden Axen der Ellipse die der 
beiden durch die Gleichung: 

(9.) {ppi+P7P3)^''+{pi+pl-p^-pl)xy-{ppi+p2Pz)y'' = 
dargestellten auf einander senkrechten Geraden. Nun ist 

PPi +P2P3 = 4 (0:2 ^2 + xi y,\ p\ +pl -/>^ -pl = 4 (y? + yl - x\—x\)^ 

also von r unabhängig. Es sind demnach die Richtungen der Axen für alle 
Ellipsen dieselben; die der Axen 2ar coincidirt mit der geraden Doppellinie^ 
in welche die Ellipse für den Werth (8) von r übergeht, und deren Glei- 
chung ist: 



(10.) {a^a'^+[i'-a!^a^+iy')x-{-ß'ia'^'\'(P+ßia^+[i'')y = 0. 
Die Gleichung, welche den Grenzkreis liefert (s. Gleichung (A.) No. 3) ist 

(11.) fl?^(Äi — Ä2f) — (55i + Ä2t) = 0. 

Hieraus ergiebt sich als Radius desselben 



(t^) «=y^ 



Durch Vergleichung von (8.) und (12.) folgt, dass die Grenzcurve C die 
gerade Doppellinie ist, welche sich in der Richtung der Linie (10.) nach 

beiden Seiten des Anfangspunktes bis zum Abstände >/(«^+/:?'^)(a'^+/^) er- 
streckt. Die Fläche F' ist demnach die durch diese Doppellinie begrenzte 
unendliche Ebene. 

Ist 

(13.) 0:2^1—0:1^2^0, 

d. h. liegen j5i und ^2 nicht mit dem Nullpunkte in gerader Linie, so kann 
man voraussetzen, dass der Ausdruck (13.) positiv ist, da eine Vertauschung 
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von Zi und Zi demselben das entgegengesetzte Vorzeichen verschafft, wenn er 
negativ ausfällt. 

Es ist aber unter dieser Voraussetzung 71 >> 1 , es genügt also die 
Substitution (1.) auch der in vor. Nummer unter IL aufgestellten Bedingung, 
dass der Kreis E innerhalb des Grenzkreises sich befindet. 

Liegen aber Zi und Z2 mit dem Nullpunkte in gerader Linie, so ist 

(14.) Xjy^-x.y^ = 

und demnach 71 = 1. Der Kreis E fällt alsdann mit dem Grenzkreis K, die 
Grenzcurve mit dem Absonderungsschnilt zusammen. 

In diesem Falle ist nach No. 9 Gleichung (3.) an die Stelle der Sub- 
stitution (1.) die folgende zu setzen: 

wo a nach No. 9 zu bestimmen ist. Der zu dieser Substitution gehörige 
Grenzkreis umschliesst den Kreis E. 

Eine andere Behandlung dieses Falles, wo die Gleichung (14.) be- 
friedigt wird, ergiebt sich aus der folgenden Nummer. 

13. 

Die in No. 5 — 11 getroffene Bestimmung der Function F{w) (No. 11 
Gleichung (3.)) kann durch allgemeinere ersetzt werden, welche von der in 
No. 11 erwähnten darin abweichen, dass den Punkten «i, ä2, ... «m+i^^+l 
willkürliche Punkte auf der Peripherie von E entsprechen. 

In gewissen Fällen kann man sich auch einfacherer Functionen be- 
dienen, um eine einfach zusammenhängende Fläche in der z Ebene so zu 
bestimmen, dass auf deren Begrenzung C^ gegebene Punkte sich befinden, 
und dass sie ganz einer anderen einfach zusammenhängenden Fläche angehört, 
die eine Abbildung einer Kreisfläche K in der w Ebene ist, derart, dass die 
Begrenzung C^ einem Kreise E entspricht. 

Liegen z. B. die Punkte JSi, Z2^ ... ^m+i (^uf einer geraden Linie L, 
welche gegen di» reelle Axe der z Ebene unter dem Winkel & geneigt ist 
und vom Anfangspunkte den Absland / hat, und setzt man 

wo a und ß beliebige reelle Grössen sind, so entspricht jedem Punkte der 
IT Ebene nur ein Punkt der z Ebene, und umgekehrt. 
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Ist 

z = x + yi, 
30 ergiebt sich för 

x = ±ls'm&-\-co3& 



co< — i"^ - V 

(2-) { 

_ ^^\ — J~^) 

y = +/cos^+sin5- — j, • 

Multiplicirt man die erste Gleichung^ mit siu^^ die zweite mit cos «9^ und sub- 
trahirt, so folgt: 

(3.) xsin«?— ycosiS^ = +/. 

Dieses ist die Gleichang der Linie L Während also w die Peripherie E 
beschreibt, bewegt sich der Punkt z auf der geraden Linie L, 

Umgekehrt ergeben die Gleichungen (2.) zu jedem Punkte der Linie 
L einen Punkt der Peripherie E. 

Die gerade Linie L theilt die z Ebene in zwei Hälften T und T^ 
wovon die eine dem Inneren, die andere dem Aeusseren des Kreises E 
entspricht. 

14. 
Um noch ein zweites Beispiel für eine einfachere Bestimmung, wie 
sie in vor. Nummer angedeutet worden, zu geben, seien Zi^ Z2^ z^^ z^ vier 
beliebige Punkte in der z Ebene, a^, aj, «3, «4 vier beliebige Punkte auf 
dem Kreise E in der w Ebene, und es werden die Coefficienten in der 
Function 

^'•^ ^ - B,+B,tc + B,ic' 

so bestimmt, dass «i, 0(2, «3, a^ in willkürlicher Zuordnung den Punkten Zi^ 
^2) ^3) ^4 entsprechen. Hierzu sind die Gleichungen: 

(2.) A+Aa,+A,al^B,a,z, = {B,+ B,ai)z, (& = 1, 2, 3, 4) 

zu erfüllen. Zu diesen fügen wir die Bestimmung: 

(3.) ^ß^-^^o = 
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hinzu. Aus den Gleichungen (2.) folgt: 



(4.) 



JB, = x,B,+l,B,, 



(»•=0, 1,2) 



wo 



J = 



1 
1 
1 
1 



«1 

«4 



«I 

al 



a: 



— «3 A3 

— «4 «4 



und ;f,^ ki aus J hervorgehen, wenn man die i+V^ Verlicalreihe resp. durch 
^19 ^2? ^3 9 ^4 und ctlzi^ (A^2^ ^3^3 9 ^4^4 ersotzt. 

Die Bestimmung ist immer ausführbar, wenn «i, ex,, «3, a« so gewfihlt 
werden, dass J nicht verschwindet, was immer möglich ist. 

Es seien w und Wi zwei Werthe von w, welchen dasselbe z zugehört, 
so folgt aus Gleichung (1.) mit Rücksicht auf (3.) 

(5.) Bii—BiWWi =• 0. 
Beschreibt daher w um den Nullpunkt einen Kreis mit dem Radius r^ so be- 
schreibt Wi ebenfalls einen Kreis, dessen Radius gleich — mod.-^- 

Hieraus folgt, ähnlich wie in No. 3, dass innerhalb des Kreises K mit 
dem Radius 



(6.) R = ]/mod.|^ 



nicht zwei verschiedenen Werlhen ?r gleiche Werthe & entsprechen können. 

Dieser Kreis ist also der zur Function (1.) gehörige Grenzkreis in 
dem Sinne der No. 1. 

Durch Substitution der Werthe von A^ und A2 aus (4) in (3.) er- 
hält man: 

(7.) ;f25(H(^2-^ü)5ü52-^52 = 0. 



Nun ergiebt sich aber 



also 



(8.) Ao = — ;f2«l«2«3«4 9 

(9.) mod. A,) = mod.;f2- 



Demnach ist der Modul des Products der beiden Wurzeln 






der Glei- 
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chang (7.) gleich Eins, also die eine grösser und die andere kleiner als Eins, 
oder beide gleich Eins. 

Die beiden Werlhe Wi und ir^, für welche z unendlich wird, sind 
durch die Gleichung 

(10.) ,e'' + ^w+^ = 

gegeben. Da hiernach 

D 

(11.) mod.fr4fr2 = mod. -^ = ^'^ 

so ist 

mod. Wi ^ Ä, mod. i^j ^ ß, 

d. h. von diesen beiden Werthen befindet sich der eine innerhalb, der andere 
ausserhalb des Grenzkreises, oder beide auf dem Umfange desselben. 

Es sei C diejenige geschlossene Curve in der z Ebene, welche dem 
Grenzkreise K entspricht, und F' derjenige Flächenlheil der von derselben 

zerschnittenen unendlichen z Ebene, welche den Punkt z=^-^ enthält, so 



ist das Innere von K eine Abbildung von F\ Aus Gleichung (5.) ergiebt 
sich, dass auch das Aeussere von K Abbildung von F' ist. 

Wenn /1>1, so wollen wir das Innere von K^ wenn ß^l, das 
Aeussere mit (p bezeichnen. 

Es sei ferner E der mit dem Radius Eins um den Nullpunkt der w 
beschriebene Kreis, so fällt die zugehörige Curve C^ in der z Ebene ganz 
in F\ Je nachdem Ä^l oder Ä<:;1, bezeichnen wir das Innere oder das 
Aeussere des Kreises E mit % während der von C^ abgegrenzte Flächentheil 

von F', welcher den Punkt 5u = -g^ enthält, mit e bezeichnet werden soll. 

Die Flächentheile tp und e, so wie die Reste F'—e und (p—^ sind 
Abbildungen von einander. 

In dem Falle, dass tri innerhalb tp sich befindet, entspricht ein excen- 
trischor Punkt tPi der Fläche tp dem Unendlichkeilspunkte von z. Allein man 
kann durch Anwendung einer linearen Substitution die Fläche tp und einen 
daron anstossondon Ringflfichentheil , welcher einen Theil des von K und E 
tfobildeten Ringes ausmacht und seinerseits von E und einem den Nullpunkt 
umgobondon oxcentrlschon Kreise begrenzt wird, so abbilden, dass der Fläche 
yt oino Kreisfläche E\ dem Punkte fr> der Mittelpunkt des letzteren Kreises, 
endlich dorn Rlngfläohentheile ein Kreisring entspricht, der vom Kreise E' 
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and einem ihn umgebenden concentrischen Kreise gebildet wird. Dieses 
wollen wir in der folgenden Nummer nachweisen. 

15. 

Setzen wir 

(1.) W = «^2 + 



a + bt 

und bestimmen a und 6 so, dass, wenn t sich auf der Peripherie eines um 
den Nullpunkt der complexen Variablen / mit dem Radius Eins beschriebenen 
Kreises E* bewegt, w die Peripherie des Kreises E beschreibt. 
Aus (1.) folgt: 

Bezeichnet man die conjugirten complexen Werthe mit oberen Accenten, so 
ist fär solche t, die auf der Peripherie E' liegen: 

(3.) tt' = 1. 

FOr die zugehörigen Werthe w ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) und (3.) 

j (aa'- 66') tow'- [(aa'- 66') iri - 6] tr - [{aal- bb') w^ - 6'] ic' 
^ '^ l +(aa'-66>,tp;--6tP2-6'fr;~l = 0. 

Die Forderung, dass diese Gleichung den Kreis E darstellen soll, liefert die 

Gleichungen 

I (aa'~ 66') !£>;- 6 = 0, 
(5.) I 

1 (aa'— 66') 1^2 tri — 6 W2— 6' tri — 1 = 66'— aa\ 

Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit den sich daraus durch Ver- 
tauschung von f mit — t ergebenden folgt: 



Die erste Gleichung liefert für 6 einen endlichen Werth, da in unserem Falle 

iTafri = (mod.fr2)' $ 1. 

Die zweite Gleichung (6.) liefert den Modul von a^ während das Argument 
dieser Grösse unbestimmt bleibt. 

Da für t = 0^ w = W2 einen Punkt im Inneren von xp darstellt, so ist 
das Innere des Kreises E das Bild der Fläche y/. 

Irgend einem um den Anfang der t mit dem Radius r beschriebenen 
Kreise in der t Ebene entspricht nach den Relationen (1.) und (6.) ein Kreis 
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in der w Ebene, dessen Gleichung: 

(7.) (1— r^fr2«?i)trf£?'— (1— r')ir2«? — (1— r')«?2tt?'+tr2fri— r' = 0, 

welcher mit dem Kreise E excentrisch ist und denselben nicht schneidet. 

Ist ß > 1 , so ist r > 1 , ist JR <C 1 , so ist r < 1 , und in beiden 
Fällen so gross zu wählen, dass der Kreis (7.) noch ganz in der Fläche (p 
befindlich ist, damit der Ring zwischen dem Kreise E' und dem mit r be- 
schriebenen Kreise K' die Abbildung des vom Kreise K und von dem durch 
die Gleichung (7.) dargestellten Kreij^e gebildeten excentrischen Ringes. 

Man kann übrigens a|, «2? ct^^ «4 stets so wählen, dass die Wurzeln 
der Gleichung (7.) vor. Nummer nicht gleich werden. Nimmt man alsdann 

B 

fär -^ diejenige Wurzel, deren Modul grösser als Eins, so ist auch der 

Radius des Grenzkreises grösser als Eins (s. Gleichung (6.) vor. Nummer). 



IL Abtheilung. 
1. 

Es sei f(z) eine Function, welche nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungs- und Unstetigkeitspunkten enthält. Soll dieselbe von einem Punkte 
A bis zu einem Punkte B der z Ebene fortgesetzt werden, so geschieht 
dieses bekanntlich vermittelst des Taj^/orschen Satzes angewendet auf eine 
Reihe von Kreisen, welche den Unstetigkeits- und Verzweigungspunkten 
ausweichen und zusammen das zwischen A und B sich erstreckende Curven- 
stuck enthalten. Dieses Verfahren ist, abgesehen von seiner Beschwerlichkeit 
in praktischer Beziehung, nicht geeignet a priori über den Zusammenhang der 
Werthe der Function in den beiden Grenzen des von A nach B sich er- 
streckenden Weges eine Vorstellung zu verschaflFen. 

Theilt man die Ebene in eine gewisse Anzahl Gebiete G derart, dass 
eine einheitliche, für alle Fortsetzungswege direct brauchbare analytische Dar- 
stellung innerhalb eines jeden derselben und gleichzeitig das Gesetz des Ueber- 
ganges aus einem Gebiete in das andere bekannt ist, so kann man den Werth 
in B angeben, sobald der in A und der Weg L^ der von A nach B fährt, 
gegeben ist, ohne erst alle Zwischenstufen von Werthen, welche den äbrigen 
Punkten von L angehören, zu bestimmen. 

Die einfachste Art einer solchen Darstellung würde im Allgemeinen 
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diejenige sein, fär welche die Anzahl der Gebiete G den kleinsten Werth 
hat. Diese (kleinste Zahl ist zwei. 

Wir wollen in der That zeigen, wie man die Ebene s in zwei Ge- 
biete Gl und G2 zerlegen kann derart, dass innerhalb eines jeden dieser 
Gebiete eine einheitliche analytische Darstellungsweise der angegebenen Art 
vorhanden ist, und ihr Zusammenhang durch die analytische Natur der Function 
f(z) vermittelt wird; 



2. 

Sind nämlich i5i, ^52^ ... ^m+i die endlichen Verzweigungs- und Un- 
stetigkeitspunkte (singulSren Punkte) der Function f{z) und 

(1.) a = F(«r), 

wo F{w) die in No. 11, Abth. I. angeführten Eigenscbaflen besitzt, so wird 
der zur Substitution (1.) zugehörige Absonderungsschnitt C^ die sämmtlichen 
Punkte jSi, z^^ ... z^^i in sich aufnehmen und die Ebene z in zwei einfach 
zusammenhängende Gebiete Ci, G2 theilen, wovon das erslere sich ins Un- 
endliche erstreckt, das letztere von endlicher Ausdehnung ist. 

Der Punkt z = 00 ist im Allgemeinen auch ein singulärer Punkt der 
Function f{z)^ demnach auch der Punkt tr = im Allgemeinen ein singulärer 
Punkt von 

f{F{w)) = A(fr), 

ausserdem sind in der Fläche des Kreises E nur noch die auf der Peripherie 
desselben liegenden m+V^^ Wurzeln der Einheit «i, «2^ ••. ««+1 singulare 
Punkte der Function /i(f^). 

Es werde nun vorausgesetzt, dass es in der Umgebung von tr = 
eine Darstellung der Function ^(f^) gebe, 

(2.) /.(IT) = v/o(tr), 

so ist diese innerhalb E gültig. 

Ist alsdann «r„ diejenige Wurzel der Gleichung (1.), welche fürz = oo 
verschwindet, so ist 

(3.) f[z) = v^oW 

eine Darstellung der Function f{z) für das Gebiet G|, da die Kreisfläche E 
und das Gebiet Gi Abbildungen von einander sind. 

Innerhalb des Gebietes 62 ist die Function f{z) eindeutig, endlich und 

26» 



2M ^*a* 






Utes C^. 
3ä ler 3ifle ^nseaei 'J. ihk «ier saas yok C^ aBcUosseaeB Grenzearve 
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•«. 




r V ^. 



Kniaes £ cnCrvcfcL 

swiscken IT und £ 

GcUele nach ganzen 

Die Bestunmang der 

voa dcB Veriialten von ^(tr) 

«i, c.. . . . «^^ abhiagig. 

vam £ dardi £e Entwicke- 

Rande auch 
der Beziehungen, 
Paab c adi ergeboi. 

Wese die Fanctionswerthe 
(5.) giebt die Ent- 

4er Gebiete G^ und 62 in das 
Wcttfce Aer Faactioa am Anfang des 

der Entwickeiungen 

* 

t« jjUH ■»»«» & FaKÜMBirertke für die Zwischen- 
:mmu» «t!«- >K<^«)^ «L wcq ^äa i i* «tIns. «oh ht das Veriialteii der Function 
H MC I aiiiniMiii iw sia^iwiKft Pwter Si- a». — >..■ bekannt ist. 

9m BupTttilrr'nr >' «vr. Xvmmt bt mX Hiire der algebraischen 
TittvMva *- *v« » i:«fi»wt K* btwki«a«icä im Gebiete <?, ist also von 
iw \«aii»s* ow J^ttsth« «r. «M«Wb dessetten Cfebietes abhangig. Die 
.«.^«F4c*8«.<M«i ri»»h»« «*f*« H** ^ ^ Darstellung transcendenter 
v^. ....,^-. ^» ifc*s»t ^ ^tf^aMt» EkwMte vorausgesetzt und verwendet 
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In gewissen besonderen Fällen lässt sich tTd durch die Lagrangesche 
Reihe bestimmen. 

Ist nämlich r der kleinste Radius der um den Anfang der z beschrie- 
benen Kreise, welche die sämmtlichen Werthe von z einschliessen, für die 
die Gleichung (1.) vor. Nummer gleiche Wurzeln tr besitzt, so ist tTo mit 
Hälfe der X^^on^eschen Reihe für die Fläche ausserhalb des Kreises mit dem 

Radius t nach ganzen Potenzen von — entwickelbar. Der Beweis dieses 

Satzes ergiebt sich nach den Cauchyschen Principien (man vergl. die elegante 
Abhandlung des Herrn Rouche: sur la serie de Lagrange. Joum. de Tecole 
polytechn., cah. 39, p. 193 sqq., auch aufgenommen in Serret ^ cours d'algebre 
superieure, 3. edition, p. 462 sqq.). 

Gelingt es nun in besonderen Fällen die Function F{u>) so zu be- 
stimmen, dass der Absonderungsschnitt C^ ganz in dieses Gebiet, fflr welches 
die Lagrangesche Reihe gilt, hineinfällt, so gilt dieselbe a potior! im Gebiete 
6ri, welches alsdann ein Theil jenes ersteren Gebietes ist. 



4. 

Wir machen nunmehr von den vorhergehenden Principien Anwendung 
auf die Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten. 

• Es sei gegeben die Differentialgleichung 

deren Coefficienten p^, /'»--n •••Po ganze rationale Functionen von z sind. 
Alsdann sind ausser z = oo die einzigen singulären Punkte der Integrale 
derselben die Wurzeln der Gleichung: 

(2.) p^ =z (vergl. meine Abb., dieses Journal Bd. 66, No. 1). 

Dieselben seien j5i, j52, ... ^m+i* 
Es sei 

(3.) i = F(w\ 

WO F{w) die in No. 11, Abth. I. charakterisirte rationale Function bedeutet, 
und es werde durch die singulären Punkte die zur Substitution (3.) gehörige 
Absonderungscurve Ce gelegt und dadurch die z Ebene in die beiden in No. 2 
charakterisirten Gebiete Gi und 62 getheilt. 
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Es sollen folgende Aufgaben gelöst werden: 

I. Eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.): ^i, y^^ ••• Hn gültig für das Gebiet Gi 
zu finden. 

II. Eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.): t;,, 772? ••• Vn gAltig innerhalb des Ge- 
bietes G2 anzugeben. 

III. Den Uebergang von dem einen der beiden Systeme zu dem an- 
deren längs einer vorgeschriebenen den Absonderungsschnitt flberschreitenden 
Linie zu bestimmen. 

5. 

Substituirt man ffir z den Werth aus Gleichung (3.) vor. Nummer in 
die Differentialgleichung vor. Nummer, so erhält man: 

(1.) V'(«,)-[«,^(«,)Pß(«,)-g-+y._.^+y._,^+...+y.,y = 0, 

worin die Coefficienten der Ableitungen von y ganze rationale Functionen 
von fr sind, und zwar ist R{w) der Zähler des Resultats der Substitution von 
z aus Gleichung (3.) vor. Nummer in p^^ ferner 

(2.) V{^) = tog{w)r{w)^nw)[g[w) + wg\w)l 

wo f{w) und g{w) die in No. 5 — 10 Abth. I. bestimmten Functionen und 
f^{w\ g{w) ihre Ableitungen bedeuten. Der Exponent X ist abhängig' vom 
Grade der Functionen p„, p^i, . . . Po- 

Die endlichen singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) sind: 

1) die Wurzeln der Gleichung: 

oder, was dasselbe bedeutet, die Wurzeln der Gleichung: 

(3.) F'{w) = 0; 

2) der Punkt w = und die Wurzeln der Gleichung 

(4.) g{w) = 0; 

3) die Werthe «?, für welche z einen der Werlhe «i, «2? ••• -Sm+i 
erhält. Der Definition des Grenzkreises K gemäss befindet sich innerhalb des- 
selben keiner der singulären Punkte No. 1), folglich enthält um so weniger 
die Kreisfläche E einen derselben. 
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Da ferner der Definition des Grenzkreises gemäss nicht zwei ver«- 
schiedenen Punkten innerhalb desselben ein und derselbe Werth z entspricht, 
so folgt, dass von den verschiedenen Werthen w, welche je einem Punkte 
j5|, JSS2, ... 2m+i entsprechen, nur je einer, nämlich die Punkte «i, o,, ... a^^i 
auf der Peripherie des Kreises E sich innerhalb K befinden. 

Endlich ist von den singulären Punkten No. 2) nur der Punkt tr = 
innerhalb K gelegen, da die Wurzeln der Gleichung (4.) ausserhalb K be*- 
findlich sind (s. No. 1 Ablh. I.). 

In meinen Abhandlungen, dieses Journal, Bd. 66, No. 3 und Bd. 68, 
No. 1, ist gezeigt, dass es ein Fundamenlalsystem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (1.) pi, P2? ••• 9n von der Beschafi^enheit giebt, dass sein 
Ausdruck in der Umgebung von v) = ist: 

(5.) 9, = fr*«.y., a = l, 2, ... n ^ 

wo Äa das 2~^ fache des Logarithmus der a^®° Wurzel der dort (Bd. 66, No. 3) 

als Fundamentalgleichung charakterisirten Gleichung it^^° Grades und o)^ eine, 
in der Umgebung von tr = eindeutige Function bedeutet, wenn nämlich die 
Wurzeln der Fundamentalgleichung sämmtlich verschieden sind. 

Sind dagegen l Wurzeln A^i, k2^ ... kx gleich k^ so treten an die 
Stelle der Elemente pi, p,? ••• ^x ^^ Gleichung (5.) die folgenden: 

(5^) 9, = to'2:,(fa,{\ogfvy'\ a = i, 2, ... A, 

wo (p^j^ in der Umgebung von w = ebenfalls eindeutig ist. 

Die Umgebung des Punktes tr = ist im vorliegenden Falle die gaue 
Kreisfläche E^ die Begrenzung ausgeschlossen. Deshalb sind die Ausdräcke 
(5.) und (5^) für diese ganze Fläche gültig. 

Bekanntlich lassen sich die Functionen (p^^ und (p^^^ naqj^ ganzen po- 
sitiven und negativen Potenzen von tr entwickeln. Substituirt man also nach 
Vorschrift der No. 2 für w die Wurzel Wo in die Ausdrücke (5.) und (5°.), so 
erhält man eine analytische Darstellung eines Fundamentalsystems von In- 
tegralen der Differentialgleichung (1.) No. 4, ^i, 2^29 ••• tfny g&ltig für das 
Gebiet 61, wie es in der Aufgabe I. No. 4 verlangt wurde. 

6. 
Wie in meinen oben erwähnten Abhandlungen 1. c. nachgewiesen, giebt 
es ebenso wie zum Punkte tr = zu den singulären Punkten ai, o,, ... a^^i 
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je ein zugehöriges Fundamentalsystem von Int egralen der Differentialgleichung 
(1.) vor. Nummer, dessen Darstellung in der Umgebung des zugehörigen sin- 
gulären Punktes analog den Formen (5.) und (5^} vor. Nummer sind. Das 
zum singularen Punkte a« zugehörige Fundamentalsystem werde mit 9.1, 

9x2 9 • • • 9»ii bezeichnet. 

Da sich jedes Integral linear, homogen und mit constanten Coefficienten 
durch die Elemente eines Fundamentalsystems darstellen lässt, so hat man 
Gleichungen von folgender Form: 

" ^. X d = 1, 2- . . . n, 

(I.) ,. = ^.B.->,. ,^i;2,...„;,. 

Es ist unsere Aufgabe, die Grössen B^"^ zu bestimmen. 

Es sei Ca, ^29 • • • C» irgend ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) vor. Nummer, und man setze: 



(2.) 







d-'& 


d--^^ 


• 


dur-^ 

• 


• 


• 



• • 



?. 
?, 



I d«»»-' 



dw^' 



= !>(?., C„...C,) 



and 



(3.) 






80 ist 



(4.) Z)(C.,C„...C.) = Cx(ip), 

wo C von w unabhängig ist (vergl. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 

Nachdem über die additive Constante des in Gleichung (3.) enthaltenen 
Integrals ein fär allemal verfügt worden, ist die Constante C in Gleichung (4.) 
vollständig bestimmt, wenn das Fundamentalsystem ^i, ^2^ ••• ?. gegeben 
ist. Der Werth dieser Constanten für das Fundamentalsystem 9.,, 9,2, ... 9„ 
sei CS'^i man hat alsdann die Gleichung: 

(5.) Z)(9„, 9xj,--.9«.) = ^'^x{vd). 



Die Constanten C^*^ sind von Null verschieden, und die Function x{^) ^^^^ 
ffir Werthe von tr^ die nicht zu den singularen gehören, weder Null noch 
unendlich (vergl. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 
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Ersetzt man in /)(9«m ^«29 ••• 9x») ^^^ Element ^^^ durch 9^, so erhalt 
man aus Gleichung (1.) und den n—l ersten Ableitungen derselben: 

(6.) -D(9xi9 ••• 9*c-n 9a 9 9*c+i9 ••• 94») = l>öc^-^(9«i» 9x2? ••• 9x»)- 
Setzt man 

(7.) i>(9,M 9*2, ... 9*c-l9 9a9 9xc+n ••• 9*-) = f^la^'Xi^)') 

so ist Cc^a^ eine Constante, die Null oder von Null verschieden ist, je nachdem 
9xM ••• 9xc-ii 9a 9 9xc+M • • • 9«n k^iu Fundamentalsystem darstellt oder ein 
solches darstellt (s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 2). 

Dividirt man die Gleichung (7.) därch die Gleichung (5.), so folgt: 

(8.) D (9^1 , . . . 9,c-i 9 9a 9 9xc+i 9 . . • 9xii) ^^'^ = -D (9^ , 9,2 , . . . 9x*) ^a^- 

7. 

Es sei um a^ ein Kreis (x) beschrieben, welcher ganz in der Fläche 
des Grenzkreises K sich befindet, und keinen der übrigen singulären Punkte 
enthält, so sind die oben (vor. Nummer) erwähnten Reihenentwicklungen des 
Fundamentalsystems 9^1, 9.29 •-. 9«i> innerhalb des Kreises (x) gältig, also 
fär jeden Punkt seiner Fläche ausser a^ diese Functionen nebst ihren Ab- 
leitungen bestimmbar. Ist a ein von a„ verschiedener Punkt des gemein- 
samen Flächentheils von (x) und E, so sind für diesen Punkt nach den beiden 
vorhergehenden Nummern sowohl die Reihenentwicklungen für 91, 92, ... ^^9 
als auch die für 9^1, ^«29 ••• pxn gültig. 

Setzt man daher in Gleichung (8.) vor. Nummer a statt w, und deutet 
dieses durch Hinzufögung des Index a an, so liefern die Gleichungen: 

a = 1, 2, . . . «, c=l, 2, ... «, ;f = l, 2, ... m+i 

die Verhältnisse CJ;> : C^^^l 

Setzt man ebenso in Gleichung (6.) vor. Nummer a für w, so folgt: 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 

(3.) C^'^li',^ = CJ;>, a = 1, 2, . . . f», c = 1, 2, . . . w, ^;f = 1, 2, . . . m+1. 

Aus No. 6 folgt auch, dass die Verhältnisse C[^^ : C^'^ von a unabhängig sind. 

8. 
Gehört die Differentialgleichung (1.) No. 4 zur Klasse derjenigen, die 
ich in meiner Abhandlung, Bd. 66, No. 4 dahin charakterisirt habe, dass ihre 
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Integrale fär irgend einen singulären Punkt a nach Multiplication mit einer 
bestimmten Potenz von z—a und für js = oc nach Multiplication mit einer be- 

stimmten Potenz von — nicht mehr unendlich sind, so kann die Bestimmung 

der Grössen b['^ vereinfacht werden. 

Es sei wiederum a, einer der auf der Peripherie von E liegenden 
singulären Punkte, ri, Tj, . . . r, die i» Wurzeln der zu diesem gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (1.) No. 5, 
sowie ^^,, ^^2, ... ^,^ das Fundamentalsystem von Integralen derselben Diffe- 
rentialgleichung, dessen Elemente der Reihe nach zu den obigen Wurzeln als 
Exponenten gehören (s. meine Abhandlung, Bd. 66 No. 4 und Bd. 68 No. 4), 
und es werde vorausgesetzt, dass die Grössen r so geordnet sind, dass der 
reelle Theil von r^ nicht kleiner ist als der reelle Theil von r^, wenn S>a. 
Man hat alsdann innerhalb {x): 

(1.) ^,, = («r-aJ''«G.(fr), 

wo G^{fi)) die Form hat: 

(2.) G.(i£?) = V^ü+V'i>og(fr-aJ + V^2[log(fr-aJ]H--'+V'i[log(fr--aJ]^ 

in welcher t/'o? Vn -•• Vü ^^^^ positiven ganzzahligen Potenzen von w — a^ 
fortschreitende Reihen vorstellen, welche für fr = a^ nicht gleichzeitig ver- 
schwinden (s. meine Abhandlung, Bd. 66). 

Ebenso seien die Wurzeln der zum singulären Punkte «7 = gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung tj, t}, ... r»^ so ist innerhalb E 

(3.) V. = if^'-Ä,, 
wo H^ die Form hat 

(4.) H^ = To+Tilogtp + T2(logir)'+... + T,(logfr)\ 

in welcher To, t^, ... tx nach positiven ganzzahligen Potenzen fortschreitende 
)\eihen sind, die für w =^0 nicht sdmmtlich verschwinden. 

9. 
Mulliplicirt man die 1^% 2^% ... n^^ Horizontalreihe der Determinante 

y>(V„i, V«ii ••• VirJ resp. mit (tr -«,)"% («? — «,)""% ... (tr — aj""^», ferner die 
r% 2*", ... n^"" Verlicalreihe resp. mit («?-aJ-', (m?-«J"~N ••• («'-«x)^ 
HO HJnd dlo einzelnen Elemente der transformirten Determinante für w = a^ nur 
unendlich wie ein Ausdruck 

L « a + 61og(ir-öj + ---+/[log(fr-aj]'. 
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(s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 6), und der Ausdruck 

(1.) Z)(^,n 9x2, ... 9xJ(«^~«0 ^ 

für w = a^ weder Null noch unendlich (s. meine Abhandlung, Bd. 66, No. 4). 
Hieraus folgt auch, dass zur Berechnung des Ausdruckes (1.) für w = a^ 
nicht die Kenntniss der gesammten Reihenentwicklungen eon ^^i, 9^, ... 1^,^ 
nöthig ist, dass es vielmehr genügt, von jeder derselben nur die n ersten Glieder 
zu ermitteln y und dass die übrigen Glieder, da sie zum Ausdrucke (1.) für 
tr = a^ nichts beitragen, bei der Berechnung desselben wegzulassen sind. 
Der Werth des Ausdruckes (1.) för w = a^ heisse jr^*\ 
Aus Gleichung (8.) No. 6 und vor. Nummer ergiebt sich, dass der 
Ausdruck 

— -ö.riH 2 

. (2.) D (9,1, . . . 9«.i , 9a, 9«+i, . . . 9x») («^ — «x) 

für «r = «x nicht unendlich wird. 

Mulliplicirt man aber die 1*% 2*«, c-l^e, c+l<^, . . . n^ Horizontal- 
reihe von i>(9xn...9,c-n9«9 9«+n--9xJ resp. mit («r-aJ-% («?-«.)-% ... 
... (fr — aj"'*-*, (fr-aJ~^«+S ... (ir-aj-"-, ferner die 1*% 2*% ...«*« 
Verticalreihe resp. mit (tr — aj""\ (tr — «,)""', . .. (tr — «,)", so ist also die so 
transformirle Determinante mit (tr — aj"'^« multiplicirt für w = a^ endlich. Die 
einzelnen Elemente dieser Determinante ausser denen der c^^° Horizontal- 
reihe sind für w = a^ nur unendlich wie ein Ausdruck L — Nach der 
zwischen 9« und den \)^^ bestehenden Beziehung (1.) No. 6 und vor. Nummer 
enthalten die einzelnen Glieder der c^^^ Verticalreihe mit (tr—a,)"'^» multi- 
plicirt nur Potenzen von tr— «,, deren Exponenten in ihrem reellen Theile 
nicht negativ sind. Sind daher {/, , 1/2 , ... U^ die Unterdeterminanten der 
transformirten Determinante nach der c^^^ Horizontalreihe, so liefern nur die- 
jenigen Anfangsglieder der Reihenentwickelungen für 9^1, 9^, ... 9«. zum 
Ausdrucke (2.) für tr = a^ nicht verschwindende Beitrüge, welche in den 
EntWickelungen der l/i, I/2, ... ü» Potenzen von w — a^ hervorbringen, deren 
Exponenten nicht grösser sind als der reelle Theil von r^ — ri. 

Die Potenzen von tr — a^ und log(fr— a^) lassen sich innerhalb E in 
Reihen, welche nach positiven ganzen Potenzen von w fortschreiten, ent- 
wickeln, weil moA.w<imod.a^ innerhalb E. 

Ebenso gelten für die Integrale % in der Umgebung von ir^sO, also 

27» 
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innerhalb E Reihenentwickelungen nach Potenzen von w und logtr von der 
in Gleichung (3.) vor. Nummer angegebenen Form. 

Man behalte nun zur Berechnung des Ausdruckes (2.) für w = a^ eon 
den Reihenentwickelungen der Integrale \)^i , ^^^ , ... p^« nur so viele Anfangs^ 
glieder bei, dass die Exponenten der Potenzen von tv — a^ in den Entwicke- 
lungen der f/, , f/j ^ • • • U^ nicht grösser sind als der reelle Theil von r^ — ri , 
entwickele alsdann die sämmtlichen im Ausdrucke (2.) verbleibenden Potenzen 
von tr — a, und die Potenzen von Iog(fe> — aj nach Potenzen von w, und 
setze auch för ^^ die Reihe (3.) vor. Nummer, so nimmt der Ausdruck (2.) 
folgende Form an: 

wo pfc^(fr), (>at^{w% ... e«(fr) nach Potenzen von w fortschreitende Reihen 

bedeuten, die innerhalb E convergent sind. Da aber der Ausdruck (2.) für 

w = a^ endlich ist, so folgt, dass auch die Form (3.) für w = a^ endlich ist. 

Slultiplicirl man daher die Gleichung (8.) No. 6 beiderseits mit 

„ n(n — 1) 

und setzt w = a^, so ergiebt sich: 

Aus den Gleichungen (5.), (6.), (7.) No. 6 folgt aber 

SO dass der Ausdruck (4.) den Werth von b['i^ liefert. 

10. 

Die durch Gleichung (1.) No. 6 festgestellten Relationen zwischen den 
\f^ und den \f^^ lassen sich unmittelbar als Relationen zwischen dem zum sin- 
gulären Punkte z = oo zugehörigen Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung (1.) No. 4 jfi, ^29 • • • 9i> und dem zum singulären Punkte 
ss = Zjt zugehörigen Fundamentalsystem von Integralen derselben Differential- 
gleichung y,,, y^2, ... y^n darstellen. 

Setzt man in der Tbat in Gleichung (1.) No. 6 fQrtr die Wurzel tTu der 
Gleichung (3.) No. 4, welche für ä = 00 verschwindet, so gehen ^i, ^29 .•• V» 
^^ tfi'i 92^ ... yn über, welche innerhalb Gi dargestellt sind (s. No. 5 am Ende)l 
Durch dieselbe Substitution för u) gehen aber auch die in der Umgebung von 
a, dargestellten Integrale ^«j, ^«29 ••• !?x« in y,i, y^, . . . y,, über, und es 
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yerwandeln sich die Darstellungen der ersteren in der Uofigebung von a^ in 
Darstellungen der letzteren in der Umgebung von z^y da die erstere Um- 
gebung ganz innerhalb des Grenzkreises K^ die letztere innerhalb F' fällt. 
Die Gleichungen (1.) No. 6 geben, also: 

•» a = 1* 2. • • • 19, 

(1.) y, = -fc6ir>jf„, 'V ' 

wo die Grössen 6^^^ durch die Gleichung (3.) No. 7, oder in dem Falle, dass 
die DiiTerentialgleichung zu der in No. 8 erwähnten Klasse gehört, durch die 
Gleichungen (4.) und (5.) vor. Nummer bestimmt sind. 

11. 

Wir gehen nun dazu utr^r, innerhalb G2 ein Fundamentalsystem von 
Integralen der DiiTerentialgleichung (1.) No. 4 zur Darstellung zu bringen. 

Zu dem Ende setzen wir das System y^^ welches innerhalb Gi dar- 
gestellt Worden, über die Absonderungscurve fort, und zwar längs eines 
zwischen zwei beliebigen der singulären Punkte js^, jsj, ... z^^i liegenden 
Theiles derselben, z. B. zwischen Zi und jss* Nennen wir einen zwischen 
z^ und z^^i liegenden Theil der Absonderungscurve /«^ so haben die Integrale 
y^ auf beiden Seiten von li unendlich wenig von einander verschiedene Werthe, 
also sind die Werthe der y^ längs /x innerhalb G2 durch dieselben Reihen 
No. 5 gegeben wie innerhalb Gi. 

Um die Ausdrücke für die y^ längs /« innerhalb G2 zu erhalten, ver- 
fahren wir folgendermassen : 

Es gehe y^^ nach einem Umlaufe um z^ über in: 

(1.) y'.a = ^ii^srxi+^iV»x2+--+^i"a^yxi.. a = l, 2, ... n, 

so sind die Grössen n bestimmbar, nachdem das System jf^i, 9^2, . .^ y^ auf- 
gestellt ist. Bezeichnen wir die Substitution 







^(-) 
•'*«1 


(2.) f." 

1 . 


'«x'2 • • 


•'*x2 


( 71*('> 


•"-xn • • 




mit n^y und die Substitution: 






6{J' 


0x2 




(3.) '!■ 


O22 




l^il^ 


A(«) 
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mit B^y 80 wie die inverse Substitution der letzteren mit J?l'^\ Wendet man 
nunmehr auf jfi, ^2, ... y^ die Substitution 

(4.) B,n,Bt'^B,n,Bt'^...BM.Bi''^ = «. 
an, so erhält man die Werthe des fortgesetzten Fundamentalsystems längs /« 
innerhalb (y,, wenn man in den erhaltenen n linearen Functionen von ^i, 
^2, ... y^ für die letzteren Functionen die "Werthe der Reihen aus No. 5 ffir 
die Punkte längs /« innerhalb Gi setzt. 

Hiermit sind die Werthe der jf« längs der Absondernngscurve inner- 
halb ^2 vermittelst der in No. 5 für das Gebiet Gi bestimmten Reihen aus- 
drückbar. 



12. 

Da die Integrale der Differentialgleichung (1.) No. 4 innerhalb 62 ein- 
deutig, endlich und continuirlich sind, so ergiebt sich als Darstellung der 
Fortsetzungen von jf 1 , jf2 , ... y^ innerhalb 62 * 

das Integral erstreckt Ober den innerhalb G2 befindlichen Rand der Abson- 
dernngscurve Ce. Es bedeutet hierbei ^^(0 ^^^ Function y^^ wenn statt der 
Variablen z die Variable / gesetzt wird. 
Substituirt man in (1.) 

(2.) / = Fiw) (s. No. 4 Gleichung (3.)), 
so erhält man 



W ». = 4/f^"^ *"(«')''"'' 



das Integral aber den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. 

Zur wirklichen Berechnung des Integrals (3.) zerlegt man dasselbe in 
Theilintegrale, erstreckt längs je eines Theiles l^ der Peripherie, der zwischen 
a^ und a^^i befindlich ist, so dass, wenn man ein solches Theilintegral mit 
^« bezeichnet: 

In der vor. Nummer ist aber gezeigt worden, wie y^{t) längs des Theiles 
/« innerhalb 62? also, was dasselbe ist, yai^) längs X^ ausserhalb E mit 
Hülfe der Reihen, die in No. 5 für jfi, jf,, ... y« oder, was dasselbe ist, für 
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Vt9 ^2) 9-- pn gegeben worden, ausdrflckbar ist. Diese AusdrQcke sind aach 
in die bezuglichen yi^ zu substituiren. Alsdann liefert Gleichung (4.) das in 
No. 4, II. geforderte Fundamentalsystem rji^ rji^ ... ij^. 

13. 

Nachdem wir nun in No. 5 und 12 für jedes der Gebiete Gi und G, 
einheitliche analytische Darstellungen eines Fundamentalsystems von Integralen 
der Differentialgleichung (1.) No. 4 gegeben, von der Beschaffenheit, dass jede 
innerhalb des ganzen Gebietes G^ oder 6, gültig ist und innerhalb Gi die den 
verschiedenen Umlaufen um z = ^ entsprechenden Werthe wie eine Polenz- 
reihe liefern, muss noch, wie in No. 4, III. gefordert wurde, gezeigt werden, 
wie von dem einen Gebiete zu dem anderen übergegangen wird. Es ist 
demnach folgende Aufgabe zu lösen. Eine Cnrve L führe eon einem Punkte 
Ai innerhalb Gi zu einem Punkte A2 innerhalb G^ , nachdem sie ein oder mehrere 
Mal die Absonderungscuree überschritten. Gegeben seien die Indices der Curven- 
theile l^^ welche überschritten werden, die Werthe der y^ in A2 sollen un- 
mittelbar berechnet werden, ohne die Werthe derselben für die Continuität der 
Zwischenwerthe der Curve L zu berechnen. 

Es überschreite L der Reihe nach die Absonderungscnrve in den 
Theilen l^, Iß, ly, Is, ... l^, wo auch zwei oder mehrere Indices einander gleich 
sein können, wodurch das mehrfache Ueberschreiten eines Theiles einbegriffen 
ist. Hierbei wird L abwechselnd in G2 ein- und austreten, und zuletzt längs 
l^ eintreten. Nach No. 11 ist beim Eintritt aus G^ in G2 längs /« auf das 
System j^i, ^29 • • • ffn die Substitution S^ anzuwenden, also umgekehrt beim 
Austritt aus 62 in Gi die inverse Substitution S^^^K Demnach ist auf j^i, 
y^ , ... y, die Substitution : 

(1.) S,S^-'>ÄyS^-^^...S^ 

anzuwenden, in den erhaltenen linearen Functionen für d^ y^ ihre Dar- 
stellungen aus vor. Nummer zu setzen, und aus den so erhaltenen Ausdrücken 
unmittelbar die Werthe der 9« in ^2 zu berechnen. 

14. 

Ist ein beliebiges Integral y der Differentialgleichung (1.) No. 4 da- 
durch gegeben, dass für z = Ai^ y nebst seinen n— 1 ersten Ableitungen vor- 
geschriebene Werthe annehmen, so ist zunächst auf bekannte Weise (s. meine 
Abhandlung, Bd. 66, No. 2) y als lineare homogene Function des Fundamental- 
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Systems yi^y^^ ... yn darzustellen, wodurch sein Ausdruck fär das Gebiet 
6i determinirt ist. Es sei 

(1.) y = J^i»i + Ä2y2+--- + ^»».^ 
so ist in vor. Nummer bestimmt worden, welche Werthe ^i, yj? ••• y» in 
A2 erhalten. Die Relation (1.) ist aber sowohl fär das Gebiet G^ als fär das 
Gebiet Gi gältig, folglich sind nur die nach vor. Nummer fär die y^ eruirten 
Werthe in (1.) einzusetzen, um den Werth von y in A2 zu erhalten. 

15. 
Wir wollen das Vorhergehende durch das Beispiel einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier endlichen singulären Punkten 
erläutern. Es sei nämlich: 

wo /t positiv und keine ganze Zahl. 

Diese Differentialgleichung hat das Integral 

(2.) J(x = Ä-Äx. 

Bezeichnet 17 ein zweites Integral, welches mit ^i ein Fundamentalsystem 
bildet, so ist 



dl 
di 


r, 


dy, 
ds, 


Vi 



Pf ' 



wo 

und V oine von Null verschiedene Constante ist (s. meine Abhandlung, Bd. 66, 
No. 2, Gleichung (3.)). Hieraus folgt 

WO ly oino neue Constante. 
Dnhor ist 

(3.) y, = i^-i,)/'.^,— 

«in Inlogrttl der DiiTorontialgleichung (1.). 
I)n vino (iloichung der Form 
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WO J^i, K2 CoDStanten bedeuten, nicht identisch besteht, so bilden ^i und j(2 
ein Fundamentalsystem. 

16. 
Es werde zunächst vorausgesetzt, dass die vier Punkte ±^1, ±^2 nicht 
in gerader Linie liegen^ und auf die Differentialgleichung (1.) vor. Nummer 
die Substitution aus No. 12, Abth. L, Gleichung (1.) angewendet: 

WO 

so verwandelt sich dieselbe in: 

ir' (/fr*-- (T) (fr*-l ) (yir^-J) -^ + [~ 2(y (fr*-l ) (/ IT*- ^^ 
(2.) { 

wo 

Macht man dieselbe Substitution in j^i, ^2, so erhält man ein Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (2.): 

(«? — 1 (yto — J) 



»?. = 



(3.) 



2tr 






WO 



^ ~ (w-l)(yw-a) 

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) vor. Nummer sind ausser 
a = oo:s = +a,, «=+«2, die der Differentialgleichung (2.) dieser Nummer 
sind ausser «p = 0, dem Mittelpunkte des Grenzkreises K, die Punkte ±1, 
±i, weiche innerhalb K auf der Peripherie von E liegen, und die Punkte 

+ — , +i — , + 1/ — , wovon die vier ersten ausserhalb K. die beiden letzten 

auf der Peripherie von K liegen, wie sich aus No. 12 Abth. I. ergiebt, wenn 
Si^ Z2 so geordnet sind, dass 

^Hi—^iHi > 0. 
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Die zum siogulären Punkte tr = gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (2.) ist: 

(4.) r'+(l-3a)r-3.a = 0. 

Es sind daher ^i , p2 resp. die zu den Wurzeln derselben — 1 , Sfi als Ex- 
ponenten gehörigen Integrale derselben. 

Die Absonderungscurve C« ist in diesem Falle eine Ellipse , deren 
Mittelpunkt im Anfange der ss, deren grosse Axe in die Richtung der Ge- 
raden (Gleichung (10.)? No. 12, Abth. I.) fällt, und deren Axenlängen sich aus 
den Gleichungen (6.) ebendas. ergeben, wenn man r = 1 setzt. 



17. 
Um die Darstellung von ^2 innerhalb Gi zu erhalten, beschränke man 
w in ^2 Gleichung (3.) vor. Nummer auF die Fläche von E, so ist der Factor 
von tr^^ unter dem Inlegralzeichen innerhalb E nach positiven ganzzahligen 

Potenzen von w entwickelbar, da mod. -^<Il. Es sei demnach 

so ergiebt sich innerhalb E: 

(2.) 9, = 2V.-9.«'^''-'[^+^«+^«'H-]- 

Nach No. 2 ist hierin fr,, statt w zu setzen, um ^2 innerhalb Gi darzustellen. 
Nun ist nach Gleichung (1.) vor. Nummer 



(3.) „., = ^V^, 

wo das Vorzeichen der Wurzelgrösse innerhalb Gj dadurch bestimmt ist, dass 
für j5 = cx>^ Wo = ist. Denn innerhalb Gi ist die Wurzelgrösse von Null 

verschieden, weil dem Werthe « = j/ycT der Werth 1^0 = 1/ — entspricht, und 

da dieser Punkt sich ausserhalb E befindet, so ist auch i = ^yd ausserhalb 
Gi SU suchen: 

Demnach ist innerhalb Gii 
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18. 
In der Umgebang von u>= i ist 

in einer Reihe der Form: 
darstellbar, wo 

(3-) ?-. = [^c«--'/«!.,- 

Es sei daher € ein fester Punkt in der Umgebung von to = 1, so ist in der- 
selben Umgebung nach Gleichung (3.) No. 16: 

wo E eine Constante ist, deren Werth: 

Ist )^2 der Werth von ^2? in welchen dasselbe nach einem Umlaufe um 1 
Obergeht, so folgt aus Gleichung (3.), dass 



19. 

Die zum singulären Punkte ii? == t gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (2.) No. 16 ist 

(1.) r(r-l) + /^r == 0. 

Es sei ^21) V22 d^s zu den Wurzeln 0, 1—/^ derselben als Exponenten ge- 
hörige Fundamentalsystem von Integralen derselben Differentialgleichung, so 
ist in der Umgebung von vd = t 

WO V/22 eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von w—% fortschreitende 
Reihe ist. Es ist für «?=f^ ^i = ä2— «i; ferner nehmen wir ^22(t) = l an. 
Es sei ^2 wie bisher dadurch fixirt, dass sein Ausdruck innerhalb E 

28* 
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durch Gleichung (2.) No. 17 gegeben ist, so ist in dem Flächentheile, welcher 
der Umgebung von tr = t und der Fläche von E gemeinschaftlich ist: 

(3.) \)2 = b^^tf^ + bPifv^-iy-^tpu. 
Dividirt man diese Gleichung durch t}i und differentiirt nach w, so erhält man : 

(4.) 2'^^'S = bPiw ^ir ^X22{fi>), 

wo X22{^) ^In^ nach positiven ganzzahligen Potenzen von w—i fortschreitende 

j 1^ 

Reihe bedeutet, welche für ir = t den Werth — hat. Die Gleichung (4.) 

giebt daher, nachdem man beiderseits mit {w — iy multiplicirt, fflr w = i 
Setzen wir 



1 r rf^SC«? — 0^ 1 _ 



mit der Nebenbestimmung, dass 

oder 

je nachdem m>>0 oder m = 0, wenn m die grösste ganze in fi enthaltene 

Zahl bedeutet, so dass 

fi^m+l, 0<i<l, 
so ist 

Jls -'(w-'iy^i:aS2a{w-iy]dw 

für IT = I endlich. Es folgt daher aus Gleichung (3.), dass ebenso 

bP {fc - 0'-^ V/,,- 2^.''+' if, {fD - ,y-/'i.±i|!5^ 
far tr = j endlich ist, und demnach von der Form 

{uD — iY"^ (B22 

ist, wo (On ^ine nach positiven ganzzahligen Potenzen von w—i fortschreitende 
Reihe bedeutet. 

Es ergiebt sich daher aus Gleichung (3.) 

(6.) < » 
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Für fc = i giebl diese Gleichung 

(7.) b?^ = 2'^^lf\s--{w^ir'2:as,,^tc-iy]dw 

Das Integral in dieser Gleichung erstreckt sich innerhalb E, und die Be- 
rechnung desselben ist auszuführen, indem sowohl S als auch die Potenzen 
(ir — ij-^^* nach Potenzen von ir entwickelt werdfen, wodurch der Ausdruck 
uuter dem Integralzeichen in eine nach Potenzen von w fortschreitende Reihe 
verwandelt wird, die eine Integration bis tt = i zuldsst. 



20. 
Die Gleichung (1.) vor. Nummer ist auch die determinirende Fun- 
damentalgleichung der Differentialgleichung (2.) No. 16 für die singulären 
Punkte tt? = — 1 , fr = — f. Bezeichnen wir die zugehörigen Fundamental- 
systeme resp. mit ^31, ^32 und \f^i^ ^42, so dass 

(1.) t>3, = Vi, % = (t^+iy"^v^32, 

(2.) ^41 = Vm V42 = («^ + «T~^V^«, 

^0 1^32, ^p42 nach positiven ganzzahligen Potenzen resp. von w+1 und to+i 
fortschreitende Reihen sind, die resp. für ir = — 1 und tt? = — i den Werth 
Eins haben. 

Es ist alsdann analog der Gleichung (3.) vor. Nummer 

(3.) V, = b?\+b?^iu, +!)'-" t/j,,, 

(4.) \), = 6r>j?»+6r>(ip+o'-''v«. 

Es ergiebt sich analog der Gleichung (5.) vor. Nummer 

und wenn man: 

L dw' J„,=_, i.2...a ~ *'•» 



r d«S(«o+ty -| .1 _ 

L dw* J„=_. 1.2...0 ~ *• 



setzt, so ist analog der Gleichung (7.) vor. Nummer 
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(7.) 6?> = 2*''+y*"*[S-(«,+l)-''i.,3.(tP+l)*]rftr-2'''+»i.-^^q^, 

U 

u 

worin die Integrale innerhalb E zu erstrecken und wie das Integral in Glei- 
chung (7.) zu berechnen sind. 

I^ezeichnet man mit ^^^\ ^^^\ ifi*^ die Wertbe, in welche ^2 nach einem 
Umlauf resp. um i, —1, — « äbergeht, so folgen aus den Gleichungen (3.) 
vor. Nummer unc^ (3.) und (4.) dieser Nummer die der Gleichung (4.) No. 18 
analogen Gleichungen: 

(9.) U^' = M'^[l-«]9i + «92, 

wo 

gesetzt ist. 

Die Bestimmung der Grössen 6^""^, 6^""^ hätte nach Vorschrift der No. 9 
erfolgen können, wenn man aus der Differentialgleichung (2.) No. 16 fär 
1^2 nnd die %t die hinreichende Anzahl von Gliedern ihrer Reihenentwicke- 
lungen abgeleitet hätte. Wir zogen es aber bei unserem Beispiele vor, die 
Berechnung dieser Grössen direct an die Form des Integrals ^2 Gleichung (3.) 
No. 16 anzuknöpfen. 

21. 

Nach No. 12 ist innerhalb 62 

das Integral über den äusseren Rand des Kreises E erstreckt. Wir haben 
nach der dortigen Vorschrift dasselbe in eier Integrale zu zerlegen, erstreckt 
ober den äusseren Rand der vier Quadranten, in welche 4ie singulären Punkte 
+ 1, +• die Peripherie zerfallen. 
Setzen wir 

(7, \ r^'-s __ j. 

so ist 

(3.) ^2 = 2iii[y '92^^«^+/ hRdfD+j'*^2Rdw+J ^2Rdw\, 



— 1 



— • 
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die sämmtlichen Integrale längs des äusseren Randes des entsprechenden 
Quadranten erstreckt. 

Nach den Gleichungen (9.) vor. Nummer und den Vorschriften der 
No. 11-12 ist 

, • • • 

(4.) l/'^hRdiD =y"*[(6P> + 6P'«)(l-«)9i+«'9Jfirf«', 



— I — 1 



r 9,Ärftp = A(6P>+ÄP^a +6W «')(!-«) 9.+«' 9 jÄrfw, 



— » — • 



WO die Integrale linkerhand längs des äusseren, die entsprechenden rechterhand 
längs des inneren Randes des von den beiden Grenzian des Integrals abge- 
tbeilten Quadranten zu .erstrecken sind. Werden die Werthe (4.) in Glei- 
chung (3.) substituirt, so kann man in jedem der vier Integrale fflr y, di^ 
Entwickelung nach Potenzen von w aus Gleichung (2.) No. 17 setzen, und 
die Integrationen vollziehen. 

Man besitzt also in der Gleichung (3.) nach dieser Substitution eine 
einfach berechenbare Entwickelung gflitig im ganzen Gebiete G2. 

Der Uebergang aus dem einen Gebiete Gi in das andere G2 geschieht 
mit Hülfe der in No. 18 — 20 enthaltenen Formeln nach Vorschrift von 
No. 13 und 14. 

Liegen die vier Punkte ±j5i, ± jsj in gerader Linie, so ist die Diffe- 
rentialgleichung (1.) No. 15 nach No. 13 Abth. I. zu transformiren. 

Greifswald, den 30. Juli 1872. 



224 



Beitrag zur Theorie der Abelschen Functionen. 

(Von Heirn J. Thomae in Halle.) 



* xn seiner Theorie der Abelschen Functionen, Bd. 54 dieses Journals 

Artikel 25, lehrt Riemann Integrale dritter Gattung durch die Differenz der 
Logarithmen zweier if^- Functionen ausdräcken. Um umgekehrt den Lo- 
garithmus einer ^-Function durch Integrale algebraischer Functionen auszu- 
dröcken, erabrigt noch, eine Constante, etwa log 0^(0, 0,'... 0), als Function 
der Klassenmoduln eines Systems algebraischer Functionen darzustellen. 
Riemann giebt nun Mittel an, </logi^(0, 0, ... 0) als eine lineare Function der 
Differentiale jener Klassenmoduln auszudrucken, deren Coefficienten aus alge- 
braischen Functionen und deren Integralen zusammengesetzt sind, eine Rech- 
nung, welche ich im 66. Bande, pag. 95 dieses Journals ausgeführt habe. Die 
Integration dieser Differentialgleichung ist bis jetzt jedoch abgesehen von dem 
Falle nur zweiwerthiger Functionen, für welche ich sie pag. 201, Bd. 71 
dieses Journals durchgeführt habe, noch nicht gelungen. Dieselbe wird hier 
geleistet, indem sie darauf zurückgeführt wird, eine algebraische Function zu 
construiren, deren Verzweigung und deren Funkte Null und Unendlich ge- 
geben sind. Hierdurch ist das Integral bis auf einen constanten Factor be- 
stimmt, und kann in jedem Falle mit algebraischen Mitteln dargestellt werden. 
Die Auswerthung jenes Factors aber kann mit denselben Methoden erreicht 
werden, mit welchen sie für den Fall zweiwerthiger Functionen pag. 216, 
Bd. 71 dieses Journals von mir ausgeführt ist. 

Es wird in diesem Aufsatze die Bezeichnung angewendet, und zw*ar 
meist ohne noch eine besondere Erklärung voraufgehen zu lassen, deren sich 
Riemann in seinen Abhandlungen „Theorie der^6e/schcn Funclionen^^ pag. 101, 
Bd. 54 dieses Journals und „über das Verschwinden der 5^- Functionen" 
pag. 161, Bd. 65 dieses Journals bedient. Unter \axxs\^ |z(^^^'U ®*c. ver- 
stehen wir die aus p^ Elementen «i,, a,2, ... a^p; bez. /(l, 1), /(1,2), ... 
X(p,p)^ etc. gebildete Determinante, und wenn es, ohne undeutlich zu werden, 
geschehen kann, soll dasselbe schon unter |a|, bez. \x\ etc. verstanden werden. 
Ueberhaupt aber werden die Indices oder der Index einer Grösse fortgelassen 
werden, wenn von einer willkürlichen unter den mit diesen Indices behafteten 
die Rede ist. 
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Im Artikel 1 dieses Aufsatzes wird nun eine Riemannsche FlSche T 
durch ein canonisches Schniltnetz in eine einfach zusammenhängende Flftcbe 
T in einer Weise zerlegt, welche von der durch Riemann pag. 143, Bd. 54 
dieses Journals vorgeschriebenen nur wenig verschieden ist. Solcher Schnitt- 
netze giebt es unendlich viele in einer Fläche T, aber zwischen den Pe- 
riodicitätsmoduln aberall endlicher Abelscher Integrale, welche zu den ver- 
schiedenen Zer schnei düngen gehören, bestehen lineare Beziehungen mit ganz- 
zahligen Coefficienten, welche den von Herrn Kronecker (in Vorlesungen 
1864 — 65) so genannten „Abelschen Transformationsrelationen^ (Gleichung (4.) 
Art. 1) Genfige leisten. Umgekehrt entspricht jedem System ganzzahliger 
Coefficienten, welches den ^6e/schen Transformationsrelationen genflgt, ein 
canonisches Schnittnetz in T. Die Resultate dieses Artikels befinden sich im 
Wesentlichen bereits in einem von mir 1867 veröffentlichten Aufsatze ^flber 
einige Satze der Analysis situs^ in Schlömücks Zeitschrift, Jahrgang XII., 
pag. 361. Jeder canonischen Zerschneidung der Fläche T entspricht nun eine 
bestimmte ^-Function, und man erhält somit unendlich viele verschiedene 
tS^-Functionen , die zu einander in einem constanten Verhältnisse stehen. 
Dieses Verhältniss habe ich in meiner Inauguraldissertation Ober die Trans- 
formation der ^-Functionen, Göttingen 1864, bestimmt, und es ist auch in der 
Theorie der ^&e/schen Functionen von Clebsch und Gordan (Leipzig 1866) 
enthalten. Die dabei auftretende numerische Constante, deren wesentlichste 
Eigenschaft es ist, eine achte Wurzel der Einheit zu sein, ist von Herrn 
Weber im 74. Bande, pag. 57 dieses Journals weiter untersucht worden. Im 
Artikel 2 dieses Aufsatzes habe ich die Beziehung zwischen zwei verschie- 
denen Zerschneid ungen der Fläche T angehörenden ^-Functionen nach .den 
in meiner Inauguraldissertation angewandten Principien, ohne auf Einzelheiten 
einzugehen, hergeleitet,. und in einer für den augenblicklichen Zweck passenden 
Form niedergeschrieben (Gleichung (20.) Art. 2). 

Eine Riemannsche Flache T ist durch ihre Yerzweigungswerthe &,, 
/tq, ... nicht völlig bestimmt, sondern es giebt, wenn T mehr als zwei Blätter 
hat, immer eine zwar endliche, aber grössere Anzahl verschieden verzweigter , 
Flachen T^ in welchen die Yerzweigungspunkte über denselben Punkten der 
2 -Ebene liegen, und umgekehrt können Flächen eine verschiedene Ansicht 
darbieten, obgleich sie ohne ihren Charakter zu ändern auf einander zurfick- 
fahrbar sind. Solche Flächen werden im Artikel 3 „im Wesentlichen gleiche 
Flächen^ genannt, und es wird darin gezeigt, dass eine solche Versiohieden-* 
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heit audi fftr die Zerschneidang der Fläche in eine einfach zusammenhängende 
unwesentlich ist. Auch wird dort gezeigt, dass immer eine wie T verzweigte 
algebraische Function s existirt, welche ungeftndert bleibt, wenn ein beliebiger 
Verzweigungspunkt k in der ganzen Fläche T herumgefOhrt und so an seinen 
-Platz zurfickgebracht wird, dass eine der ursprfinglichen gleiche oder im 
Wesentlichen gleiche Fläche entsteht. 

Im Artikel 4 wird sodann eine Function ^ die achte Potenz des Pro- 
'dnctes aller mit den Argumenten, welche darin Null sind, nicht verschwin- 
denden (durch die Gleichung (7.) des Art. 2 definirten) t^- Functionen, dividirt 
durch die Quadratwurzel einer aus Periodicitätsmoduln gebildeten Determinante 

* 

fflr beliebige Lagen eines beweglichen Verzweigungspunktes {k) untersucht 
dmd gezeigt, dass sie eine einwerthige Function einer Aiemanfischen Fläche 
(K) sei, deren zur Construction ndthige Elemente gefunden werden. Die Unter- 
sudiung der Function f in dem Falle, in welchem k auf einen Verzweigungs- 
punkt fällt und ihn aufhebt, wird im Artikel 5 angestellt, und aus den Re- 
sultaten dieser Untersuchung gefolgert, dass f eine algebraische Function sei. 
Im Artikel 6 werden die Punkte der Fläche K, in welchen f ver- 
schwindet und unendlich wird, dadurch bestimmt, dass ^^' als eine alge- 
braische in K einwerthige Function dargestellt wird. Diese Function wird 
nämlich überall da unendlich, wo f verschwindet oder unendlich wird, und 
es wird im Artikel 6 gezeigt, wie man die einen und wie man die andern 
dieser Punkte erhält. Die Herleitung der Function i9^(0, 0, ... 0) aus der 
Function f ist eine rein algebraische. 

Den von mir Band 66, pag. 95 dieses Journals fflr — ^ ' '"' ^ 

gegebenen Ausdruck hat Herr Fuchs im 73. Bande, pag. 320 dieses Journals 
passend transformirt, indem er zwar von andern Gesichtspunkten ausgeht, im 
Grunde jedoch diejenigen Rechnungen ausführt, welche pag. 96, Bd. 66 dieses 
Journals zu diesem Zwecke angegeben sind, was man durch Vergleichung dieser 
Rechnungen mit dem Artikel 6 des vorliegenden Aufsatzes erkennen wird. 

1. 
Eine 2p +i fach zusammenhängende Riemannsche Fläche T werde 
durch p Systeme von je zwei Querschnitten (a^ 6) nebst p ihnen vorauf- 
gehenden Linien (c) in folgender Weise in eine einfach zusammenhängende 
Fläche T zerschnitten. Man ziehe von einem beliebigen Punkte P aus einen 
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in einen früheren Punkt dieses Zages zurücklaufenden Querschnitt ai odw 
6x9 s<> ^^^ derselbe aus einem in sich zurücklaufenden Stück a^ oder 6| und 
einer diesem voraufgehenden Linie Ci besieht. Die Richtung, in welcher 
dieser Schnitt gezogen wird, werde die positive, und dasjenige Ufer der* 
selben, welches hierbei zur Linken liegt, das positive Ufer genannt. Die 
Linie Ci kann dann ebensowohl auf das positive wie auf das negative Ufer 
von Ol bez. 6| führen, je nach der Richtung, in welcher man sich von dem 
mit C| gemeinsamen Punkte aus diesen Schnitt Oi bez. 6| gezogen denkt. Ein 
Querschnitt bi werde dann von einem Punkte auf dem positiven Ufer von Oi zu 
demselben Punkte auf dem negativen Ufer von a^ zurückgeführt, oder wenn der 
zuerst gezogene Querschnitt bi war, so werde ein Querschnitt a^ vom negativen 
Ufer von 6| auf das positive zum Anfangspunkte zurückgeführt. Die hierbei 
innegehaltene Richtung heisse die positive, und das zur Linken gelegene Ufer 
werde das positive genannt. Die Begrenzung der Fläche T wird hierauf aus 
einem Stücke bestehen, und es führt &i vom positiven Ufer von a^ zum ne- 
gativen, Ol vom negativen zum positiven von &|, wenn man diesen Quer- 
schnitten in positiver Richtung folgt. Die Linie C| kann auf das positive oder 
negative Ufer von Oi oder bi führen. Vom Punkte P aus ziehe man weiter 
einen Querschnitt bis zu einem früheren Punkte desselben zurück, so dass 
dieser Querschnitt aus einer in sich ^zurücklaufenden Linie a^ oder bj und 
einem dieser Linie voraufgehenden Theile Cj besteht. Die Richtung, in welcher 
dieser Weg gemacht ist, heisse die positive, und das zur Linken gelegene 
Ufer werde das positive genannt. Den folgenden Schnitt bj bez. o, führe 
man von dem positiven Ufer von Oj bez. vom negativen von 62 auf das andere 
Ufer zum Anfangspunkte zurück, bezeichne wiederum die Richtung des Ziehens 
als die positive und die linke Seite als das positive Ufer des Schnittes. Die 
Begrenzung der Fläche T, welche aus den positiven und negativen Ufern i» 
beiden Systeme Oi, 6i; Oj, 62 und den beiden Ufern der Linien ^1,^2 zu^ 
sayimengesetzt ist, besieht nun wieder ans einem Stücke. So fahre man fort, 
bis die Fläche T in die einfach zusammenhingende T zerschnitten ist. Dai 
ganze Netz besteht dann aus p Systemen von je zwei Querschnitten {a^, b^) 
ond p diesen voraufgehenden Linien (c^), welche die Systeme mit einem lie- 
liebig gewählten Punkte der Fläche T verbinden *). Ein solches Schnittnelz 



*) Die Linien (c) sind übriMus in den meisten Untersuebttugen so onwesentlidi« 
da» man sie ohne Naebtbeil fortUssen kann, ot>gieieb dann T nicht einifaeh zn- 
aanunenhingend iat 

29* 
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soll ein canomsches heissen, und es soll gestattet sein, dass man, um von einer 
Linie c^ zur folgenden zu gelangen, den Punkt P durchschneiden muss. 

Solcher canonischer Schnittnetze giebt es unendlich viele in einer und 

derselben Fläche 7. Ein zweites canonisches Netz in T werde mit T, die 

einzelnen Schnittsysteme derselben werden mit ai, b^\ O}, 63; ..., die diese 

Systeme mit einem beliebigen Punkte P verbindenden Linien werden mit 

C|, C2, ... bezeichnet. Ferner seien 






/i von einander unabhängige Integrale erster Gattung der FlSche T, und es 
mögen die Periodicitfitsmoduln dieser Integrale in Bezug auf die Zerschneidung 
T so bezeichnet werden, dass A^^ der Periodicitätsmodul von tr^ am Schnitt 
Oyy B^y am Schnitt b^ ist. Es sollen ferner die Periodicitfitsmoduln derselben 

Function to^ in Bezug auf die Zerschneidung T so bezeichnet werden, dass 

Af,y der Periodicitätsmodul am Schnitte Oy, B^y am Schnitte by ist. Da nun 

Afj^y das fiber den Schnitt by in negativer Richtung genommene Integral fdw^y 

und B^y das in positiver Richtung aber den Schnitt a^ genommene Integral 

ist, so können die Periodicitätsmoduln ^^^ und B^y des Netzes T aus den 
Periodicitätsmoduln A und B der Function tr^ des Netzes T gefunden werden. 

Denn so oft der Schnitt by oder Oy einen der Schnitte ai, 6i; 02, 62; ... 
überschreitet, so oft vermehrt oder vermindert sich das fiber by oder a^ ge*- 
nommene Integral um einen der Periodicitfitsmoduln ^^1, £^1; ^^29 B^^*^ • • •? 
je nachdem die Schnitte a, b vom negativen zum positiven Ufer oder umge- 
kehrt überschritten werden, und es werden demnach A^^yy B^y ganze lineare 
homogene Functionen von A^i , B^i ; A^^ ? B^2 ; - • • sein mit ganzzahligen 
CoefGcienten. Somit kann man setzen 

(1 .) Af^y = 2p Afj,^ dyp + B^p Vyp , Bfty = -2^ A^fy Cyp + B ^^ t>yp . 

Hierin sind die Zahlen a, 6, c, b nicht ganz willkürlich, denn nach Riemann 
Bd. 54, pag. 144 dieses Journals bestehen für jedwede fifi' die Gleichungen 

(2.) 2pA^pB^.^—A^,pB^p = 0, ^e^Me /''^'"^H'Q^fe ~ ^' 
Ausserdem ergeben sich noch p Beziehungen zwischen A^ B, A^ B aus dem 
Umstände, dass der Flficheninhalt der Abbildung der durch die Function tr^ 
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abgebildeten Fliehe T genau so gross sein muss, als der Flficbeninhalt der 

Abbildung von T, denn die beiden über der te?^ -Ebene ausgebreiteten Bilder 
unterscheiden sich nur durch Umsetzung endlicher Stacke. Zerlegt man die 
Periodicitätsmoduln in ihre reellen und imaginären Beslandtheile, indem man 

setzt, so ist die Flacheninhaltsbeziehung die folgende: 

welche für /i = 1, 2, 3, ... p zu bilden ist. Aus den Gleichungen (2.) un'd 

(3.) ergeben sich fflr die ganzen Zahlen a, 6, c, b die p.2p—l Bedingungs- 
gleichungen 

(4 ) I "^^ ^^^ ^^'"' "" ^^^' ^^'' ~ ^' ^^ ^^ *^^' "" ^^'^^^ ~ ^' 
( -2*^ a^^ t>^^. — h^^. c^^ = 0, -2*^ a^^ b^^ - b^^ c^^ = 1 *), 

in denen für fifi' alle Combinationen fi^f^' zu nehmen sind. Mit Rucksicht 
auf diese Relationen drücken sich umgekehrt die A und B ausserordentlich 

leicht durch die A und B aus, denn aus ihnen folgen sofort die Identitäten 

(5.) Ajuy = ^^Afj^i^y—B^^v^y, B^y = ^Q^A^^c^y-^B^^a^y, 

und da für die Transformation der Zerschneidung T in die Zerschneidung T 
dieselben Bedingungen (2.) und (3.) massgebend sind als für die Transfor- 
mation von T in T^ so erhellt, dass die Relationen 

f 6 ) I "^^ ^^^ ^^'^ "" *^^'^ ^^^ ~ ^' ^^ ^"^ ^^'^ "~ ^^'^ ^^ ~ ^' 

eine unmittelbare Folge derer unter (4.) sind. 

Es fragt sich nun aber, ob die Bedingungsgleichungen (4.), die fQr die 

Transformation T' in T' zwischen den Coefficienten a, B, c, b bestehen, die 
einzigen sind, welche erfüllt werden müssen, oder es fragt sich, ob jedem 
den Relationen (1.) und den Bedingungen (4.) genügenden Periodicitätsmodul- 

systeme auch eine Transformation eines Schnittnetzes T in ein Netz T ent- 
spricht. Dass dies wirklich der Fall ist, soll jetzt dadurch gezeigt werden. 



^) In meiner Inauguraldissertation ist irrthümlich ftlr 1 auch —1 zugelassen. Für 
— 1 können die die t9'- Functionen darstellenden Reihen nicht convergiren. 
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da83 wir eine solche Transformaüon aus einer Reihe einfacher zusammen- 
setzen. 

I. Die beiden Schnittnetze T und T sollen übereinstimmen, nur soll in 

üg und folglich auch in 6« dasjenige Ufer das positive sein, welches in T an 
Og bez. bg das negative ist. 
Dann ist 

ttll = Ä22 = '-- = a^-l,-l = Äf4.U+i = -'- = ««,== bli==*-- = bff-ie-i = fe«+U+l=''' = bpp=l9 

Alle übrigen o, B, c, b sind Null, _ 

II. Die Systeme der Zerschneidung T und des Netzes T sollen der 

Lage nach auf einander fallen, aber a^bg soll auf at^b^, und 0^.6^. auf a^bg 
fallen, also beide Netze sollen sich nur durch veränderte Zählung der Systeme 
von einander unterscheiden. 
Dann ist 

••• = b^+l<P4.1 = -*' = b«'-l^/-l = b^4.U'+l = *"-=bpp = l, Ä,f' = Ä^'ff = bef' = b£'f=l- 

Alle übrigen a, B, c, b sind Null. 

III. Die Netze T und T sollen auf einander fallen, jedoch soll a^ auf 

bg, bg auf ag fallen. Hierbei ändert sich das Vorzeichen des Ufers eines der 
beiden Querschnitte. Es ist also für jedwedes fi 

Dann ist 

öit=ö22=---=Ä^-ie-i=öf+i*+i=*'-=bii=--«=b,«i^-i=b^+i^+i=***=bpp=l, 

B,, = ±l, fe, = +l. 

Alle übrigen a, B, c, b sind Null. ^ 

lY. Es sollen die Netze T und T zusammenfallen, ausser Og und Og. 

Es soll nämlich Og mit Og beginnen, aber Og etwa parallel 6^ um diesen Quer- 
schnitt (6^) herumgeführt werden (so dass kein anderer Querschnitt getroffen 
wird, ausser etwa Cg, von welcher Linie dann der zwischen zwei Punkten 

des Systems Og, bg verlaufende Theil fortzulassen ist), bis der Schnitt Og auf 
dem entgegengesetzten Ufer in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte ge- 
troffen wird. Von da ab soll Og mit a^ in positiver Richtung verlaufend zu- 
sammenfallen. Es haben dann Og und a, einen gemeinsamen Theil, und jede 
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dieser Linien hat ein Stück ffir sich. (Diese letzteren und der Querschnitt 6, 
(oder bf) begrenzen zusammen ein Stück der FIfiche T vollständig.) Der Pe* 
riodicitatsmodul von tr^ am Schnitt b^ ist B^^, am Schnitt 6, ist er 

nach der Richtung, in welcher a^ gezogen wurde. 
Dann ist 

All = ÖM = •'• = b^ = 1, Cgg = ± 1. 

Alle übrigen a, i, c, b sind Null. 

y. Endlich sollen sich T und T nur dadurch unterscheiden, dass o^ 
etwa eben da beginnt, wo a^ anfängt, und durch das Innere von T nach Og^i 
hinläuft und diesen Querschnitt überschreitet. Von dort kann man dann ohne 
irgend einen Querschnitt zu schneiden oder einen früheren Punkt dieser Linie zu 

treffen, die Linie Og zu irgend einem vom Ausgangspunkte verschiedenen 
Punkte der Linie Og führen und in ihrem weiteren Verlaufe mit dieser Linie 
zusammenfallen lassen. Hebt man nun das Stück von Og, welches nicht mit 

Og zusammenfällt, und Gg^i ganz auf, so besteht das Netz aus 2p— i Quer- 
schnitten, und es lässt sich mithin vom negativen Ufer von bg^i aufs positive 

zum Anfangspunkt zurück ein Querschnitt Og^i ziehen, welcher keinen der 
vorhandenen Querschnitte trifft. Man kann ihn in verschiedener Weise ziehen, 
und es erhalten bei verschiedenen Lagen desselben für /t = l, 2, ... p die 

Grössen B^g_^i allein verschiedene Werthe, und da nur die zerstörten Quer- 
schnitte Og und Og^i durch ihn geschnitten werden dürfen, so ist B^g^i in 
der Form Bf,g^i+mA^g + xiA^g^i enthalten. Ferner ist Bf,g = B^g±A^g^ij 

während alle übrigen A^y und B^y mit den Grössen A^y, B^y übereinstimmen. 
Wegen IV. kann man immer den einfachsten Fall annehmen, nämlich dass 
n = sei, und da die Gleichungen (4.) bestehen müssen, so folgt für diesen 
Fall m = ±l, so dass 

BfM f = B^ g + A^ g^i , B^ ,^1 = B^ g^i + A^ g 
ist. Dann ist 

All = Ä22 = ••• = ipp = 1, Cg^ie = C^,+i = + 1- 

Alle übrigen a, B, c, b sind Null. 

Indem man nun diese fünf Transformationen, sie successive in be- 
liebiger Reihenfolge anwendend, dazu benutzt, ein Netz T in ein anderes T' etc. 
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endlich in V zu transformiten , so gelangt man zu com piicir leren Zahlen- 
systemen, und zwar kann man, wie Herr Kronecker*) gezeigt hat, durch 
successive Anwendung der in I. bis V. enthaltenen Zahlensysteme a, B, c, ( 
zu jedem beliebigen Zahlensysteme gelangen, welches den Relationen (4.) 
Genüge leistet. Diese Rechnungen setzen wir hier als bekannt voraus, und 
folgern daraus den Satz: 

VI. Jedem den Gleichungen (4.) genügenden Zahlensysteme a, B, c, b 
entspricht eine Transformation einer canonischen Zerschneidung T einer 
Riemannschen Fläche T in eine andere canonische Zerschneidung derselben 
Fläche. 

2. 

Es werde nun 

gesetzt, worin die h und g ganze Zahlen sind, die Summationen im Exponenten 
sich auf fifi', die Susseren auf mi, ^2, . . . m^ beziehen und 



(8.) u^^in.^^J^dBl^^ 

ist, und die Moduln a^^« die Periodicitatsmoduln der Functionen u gemäss 
Riemanns Vorschrift (Bd. 54, pag. 145 dieses Journals) an den Querschnitten 
eines Netzes T sind. (Mit dem Zeichen (T soll eine formale Differen- 
tiation angezeigt werden.) Wenn in einer i^- Function sämmtliche Argumente 
Null sind, so soll sie kurz mit S^t „ bezeichnet werden. 

Aus der blossen Ansicht der durch die Reihe (7.) definirten i9-Function 
ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

VII. Eine ^'-Function bleibt ungeändert, wenn man gleichzeitig hg mit 

K'y 9t ^il 9e'9 ^e ^^l ^s'9 ^tfi ^^l ^i'fi9 ^fse ^^ ^fit ^^^ (^ss ^*' ^e'6' ^CrtaUSCht. 

Vermehrt man a^g um in^ und beachtet, dass e^^*" =^ e^^^'' ist, so er- 
giebt sich eben so leicht der Satz: 



*) In Vorlesungen 1864. Man vergleiche auch Clebsch und Gordan, Theorie der 
i4b0lschen Functionen^ pag. 305. 
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(P V • 

/i(u^)j in '^ 

Ahlin a t^^ ( ^^ 

A,, A,, ... Äp, jj, ... jf_i, j«+Aff-f 1, j^+i, ... jp V.^^ A-zy 

and ähnlich: 

IX. Vermehrt man a^^e ^nd a^^, um in, so verwandelt sick 

^h,g(K^^)) in 

^Iheh^in ß, /' .\ 

h^,h^,...hp,g^,...ge']-hg*,ge^lJ...gg^-\'he,...gp\^^ ^V' 

Mit derselben Leichtigkeit fliesst aus (7.) der Satz: 

X. Aendert man in einer &- Function die Indices h, g um ganze 
MuÜipla von 2, so bleibt diese entweder ganz ungeändert, oder sie wechselt 
nur ihr Zeichen. 

Es soll nun in diesem Artikel das Yerhältniss festgestellt werden 

zwischen zwei ^-Functionen, von denen die eine ^h^(j^{^fi)\ wie sie oben 



p — 



definirt ist, der Zerschneidung T angehört, die andere ^njff^iUfS) zur Zer- 
schneidung T gehört. Es sind in ihr die Argumente durch die Gleichung 
bestimmt 

S\og\Axx' 

dl 



(8^) u,=rin.:S^^:^^^w^, 



und die Moduln a^^/ sind die Periodicitätsmoduln der Functionen u^ an einem 

Schnittnetze T, während die Beziehung zwischen den Zahlen h, g und h, g 
noch späterer Bestimmung (Gleichung (17.)) vorbehalten bleibt. 

Die zwischen solchen ^-Functionen bestehende Beziehung ist von 
mehreren Mathematikern hergeleitet worden. Ich begnflge mich daher, aus 
jenen Untersuchungen hier dasjenige folgen zu lassen, was fflr unsere Zwecke 
nöthig ist, ohne die Einzelheiten in der Beweisffihrung zu reproduciren. Ich 
habe mich hierzu in meiner Inauguraldissertation des Satzes bedient: 

XI. Eine für alle endlichen Werthe der p complexen Veränderlichen 
iTi , tr2 , ... Wp endliche, stetige und eindeutige Function, welche für beliebige 
ganzzahlige X und x der Functionalgleichung 

Joonial fOr M*them»tik Bd. LXXV. Heft 3. 30 
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Genüge leistet, kann eich eon der Function 

h h h^ a a o (***' •^^ *•' **p) 

nur durch einen von toi^ tr^s^ • • • u)p unabhängigen Factor unterscheiden. 

In diesem Satze sind die u als Abkürzungen fflr lineare Ausdrficke in 
w aus den Gleichungen (8.) zu entnehmen. Die Grössen a^^« aber sind als 
Functionen von A und B aus den Gleichungen (10.) zu entnehmen, unter welcher 

Nummer gleich die Grössen a^^. als Functionen von A und B mit Plats 
finden mögen: 

(10.) a,,,=in.:^,i»lLB,,, a,,. = m.-^,%ll5,,.. 
Nun besitzt aber, wie man sich leicht fiberzeugt, die Function 



^*^(^w) 






die Eigenschaft, der Functionalgleichung (9.) und den Bedingungen des 
Satzes XI. Genüge zu leisten, wenn man dort A, B, u, a, h, g für A, B, u, 
a, hf g setzt und die h, g durch die Gleichungen bestimmt 

Entfernen wir die w^ durch die Gleichung 

80 können wir auf Grund des Satzes XI. die Relation hinschreiben, 

(13.) **^0»Me *" ^^'«' = Const.^^(/*(«,)), 

worin die Constante von den u oder tr? unabhängig ist, und nur von den 
Moduln d^^. und den Zahlen h, g, a, b, c, t abhängt. 

Um die Constante ausiuwerthen, betrachten wir in der Gleichung (13.) 
dio Variablen u (statt der w) als unabhfingige Veränderliche. Dann genOgen 
boido Seiten der Gleichung (13.) der Functionalgleichung (9.), wenn man in 
domolbon u für w, a^^ fOr a^^, und für A^^, B^y bez. die Grössen 

(14.) /V " ör^<^+-^ö^e^re^ Q^y = ^Ai»^+-2'^»/ie*^^* 
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setzt. Id dieser Bezeichnung gelten die Relationen 

(15.) ä, = mJ2-,i^«^, u, = 1^2^ü,P,,, 

(16.) ä,,. = inS^^^Q^^., 

(IT.) |I|.(i,). = M|.|/i, :F.*i.iMä=*^. 

Mit RQcksicht auf die letzte dieser Gleichungen kann man die Relation (13.) 
in der Form schreiben 

CSV u u ^'^gl^ 

(13-.) ^*^(;^(«.)) = Con8l.^;rj(^(?,))« He' . 

Nun genügt die linke Seite dieser Gleichung, wenn a^^/ beim Differenz 
tiiren als von a^^^ unabhängig gilt, ffir alle fxfi* der partiellen Differential«* 
gleichung 

(18.) 4 ^^^i 1 = —^^ , 

welcher demnach die rechte Seite auch genügen muss. Hieraus fliesst für die 
Constante die Differential- und Integralgleichung 



worin D eine bloss numerische Constante bedeutet. Hiernach kann die ge- 
suchte Beziehung zwischen einer ^-Function, welche der Zerschneidung T 

zugehört, und einer i9^- Function, welche der Zerschneidung 7^ angehört, wenn 
wir für die Argumente w und also auch für die n Null setzen, was für unsere 
Zwecke ausreicht, geschrieben werden 

(20.) —^ = D— ^, 

worin die h^ g, h, g in der Beziehung (11.) zu einander stehen, und D^ wie 
sogleich gezeigt werden wird, eine achte Wurzel der Einheit ist. 

Ist das Zahlensystem o, 6, c, b, welches der Transformation einer 

canonischen Zerschneiduug T in eine ebensolche T entspricht, das unter 
I. Art. 1 verzeichnete, so werde D mit Di bezeichnet. Dann stimmen die 

K 9» K 9 überein, nur ist A« = — Ao 9e^^9e9 ^^^ ^fiv stimmen mit den 
Ä^^ überein, nur ist (.u^«) a^^ nicht =0^,, sondern es ist a^e = — a^^. 

30» 
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Aber \A\ unterscheidet sich von \A\ allein dadurch, dass alle Terme 
einer Reihe der Determinante das Vorzeichen gewechselt haben. FOr diesen 
Fall unterscheiden sich die i9-Functionen auf beiden Seiten der Gleichung 
(20.) gar nicht, wie aus der Definition (7.) unmittelbar hervorgeht. Da aber 

y|J| = y—l |/|^| ist, so ergiebt sich Dl = }/— 1, also für dies specielle D eine 
achte Wurzel der Einheit. 

Ist das System der Zahlen a, b, r, b das unter II. Art. 1 verzeichnete, 
so soll D mit D2 bezeichnet werden. Dann unterscheiden sich nach Satz VII. 

die i9^- Functionen der Gleichung (20.) gar nicht, aber es ist |^J = — 1^|, 
weil zwei Reihen der Determinante ihre Plätze gewechselt haben, und dem- 
nach erhält man y— 1 fflr Z),, also eine achte Wurzel der Einheit. 

Ist das System der Zahlen a, B, c, t das der Transformation DI. des 
Art. 1. entsprechende, so werde D mit D^ bezeichnet. Es ist dann 

Urg£ Urgg 

und 

Ferner unterscheidet sich \A\ von |^| dadurch, dass fQr die Reihe ^1^, 
^2« 9 • . • Apg die Reihe £j«, i?2«9 • • • Bpe getreten ist. Um D^ zu bestimmen, 
bann man B^g = iA^g = i, B^^ = A^^ = Bg^ = Ag^ = annehmen , woraus sich 

Ogg = agg = —71^ a,^ = a^^ = 0, |^| = f.m ergiebt. Dann sind die Moduln der 
ursprünglichen und transformirten ^-Function einander gleich, und man erhält 
deshalb leicht 2)3 = }/i.c*^**ff% also eine achte Wurzel der Einheit. 

Ist a, B, c, b das Zahlensystem, welches unter lY. Art. 1. verzeichnet 

ist, so werde D mit D« bezeichnet, dann ist |^| = |^|, und der Satz YIII. 

liefert D^ = e*^^^ also für D^ eine achte Wurzel der Einheit. 

Ist endlich das Zahlensystem a, B, c, b das unter Y. Art. 1. ver- 
zeichnete, so ist die aus (20.) entspringende Gleichung dieselbe als die unter 
IX. enthaltene. Wird dann D mit D5 bezeichnet, so ergiebt sich Ds = ^*« V<»^ 
also eine achte Wurzel der Einheit. 

Da man nun nach den Motiven des Satzes YI. des Art. 1. jede Trans- 
formation einer Zerschneidung 7' in jede andere canonische T' durch eine snc- 
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cessive Anwendung der Transformationen I., II.., III., IV., Y. erlangen kann und 
Producte aus achten Wurzeln der Einheit eben solche sind, so folgt daraus, dM$ 
die Zahl D in der Gleichung (20.) allgemein eine achte Wurzel der Einheit ist. 

3. 

Wenn eine Riemannsclie Fläche T, A\6 »-fach über die js-Ebene ans* 
gebreitet ist, und welche die Yerzweigungspunkte /P|, /tz, h^^ ... besitzt, ge- 
geben ist, so ist zur vollständigen Bestimmung dieser Fläche nöthig, dass nicht 
bloss die Werthe k^^ /Pj? ••• der complexen Variablen j5 gegeben sind, welche 
die Funkte der J5-Ebene bestimmen, fiber denen die Verzweigungspunkte liegen, 
und welche Verzweigungswerthe heissen, sondern es muss, indem man die 
Blätter in einer bestimmten Ordnung zählt, noch festgesetzt werden, zwischen 
den wievielsten dieser Blätter die Verzweigung stattfindet. Damit aber die 
Blätter in eindeutiger Weise gezählt werden können, mflssen sie in ihrer 
ganzen Ausdehnung genau bestimmt sein, d. h. es müssen diejenigen zwischen 
Verzweigungspunkten verlaufenden Linien, welche die Grenze zwischen zwei 
Blättern angeben, oder welche den Uebergang aus einem Blatte in das andere 
vermitteln und desshalb Brächen genannt werden sollen, ebenfalls gegeben 
sein. Diese Bracken können nun auf unendlich viele verschiedene Arten so 
gezogen werden, dass die Fläche T immer die Verzweigung einer und der- 
selben Function s von jss repräsentirt. Denn wenn man in einer bestimmten 
Fläche T eine Brücke z. B. zwischen dem ersten und zweiten Blatte in eipem 
endlichen Theile / zerstört, und denselben durch eine andere die beiden End- 
punkte von / verbindende Linie /' ersetzt, so wird, wenn in dem von / und 
/' begrenzten Stücke weder im ersten noch im zweiten Blatte sich ein Ver- 
zweigungspunkt vorfindet, durch diese Abänderung der Brücke weiter nichts 
gethan, als fär je ein endliches Stück der beiden Blätter (1) und (2) eine 
veränderte Zählung eingeführt, indem beide Stöcke ihre Zugehörigkeit zu 
diesen Blättern gegenseitig wechseln. Sämmtliche Verzweigungspunkte wer- 
den als zwischen denselben Blättern liegend gezählt wie vorher. Die ursprüng- 
liche und die entstandene Fläche 7 sind gleichverzweigt, und jede ein- 
werthige Function s der einen, ist auch eine einwerlhige Function der 
anderen. Wenn aber die Linien / und /' zusammen ein Stück begrenzen, in 
dessen Innerem sich ein Punkt vorfindet, um den herum sich das erste Blatt in 
das zweite verzweigt, so tritt derselbe Fall als vorhin ein, es wird dann aber 
die Brücke mit einer anderen zwischen den beiden Blättern vorhandenen sich 
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schneiden müssen, was sehr wohl zulfissig ist. Es ist jedoch zweckmässig, 
voraaszQsetzen, dass die Brücken weder mit einander noch für sich selbst 

» 

solche Schleifen bilden, welche bewirken, dass unnützer Weise ein endliches 
Stück eines Blattes in ein anderes versetzt würde, ohne dass auf der Begrenzung 
des Stückes Yerzweigungspunkte vorhanden wären. Es würden dann auch 
die einzelnen Blätter für sich betrachtet nicht zusammenhängend sein, sondern 
man könnte in das durch die Schleife begrenzte Stück nur durch Yermittelung 
anderer Blätter gelangen. 

Wenn l und f zusammen ein Stück begrenzen, in deren einem, etwa 
im zweiten Blatte, sich ein Verzweigungspunkt vorfindet, welches das Blatt 
mit einem dritten Blatte verbindet, so wird dadurch je ein endliches Stück 
des zweiten und ersten Blattes anders gezählt werden, aber an der Ver- 
zweigung der Fläche T wird im Wesentlichen nichts geändert, obgleich der 
Verzweigungspunkt zwischen dem zweiten und dritten Blatt sich in einen 
zwischen dem ersten und dritten verwandelt hat. Jede Function s^ welche 
vor dieser Abänderung in T einwerthig war, ist es auch nach derselben. 

Umgekehrt kann es geschehen, dass zwei Flächen, T und S^ deren 
Verzweigungswerthe dieselben sind und deren Verzweigungspunkte zwischen 
gleichgezähllen Blättern liegen, während allein die Brücken verschieden sind, 
gleichwohl nicht gleichverzweigte sind. Denn es kann geschehen, dass man 
zu Flächen gelangt, in denen die Verzweigungspunkte zwischen verschieden 
gezählte Blätter zu liegen kommen, wenn man die Brücken durch suc- 
cessive Abänderungen in eine den Brücken der anderen Fläche congruente 
Lage zu bringen sucht, also es kann geschehen, dass eine Congruenz über- 
haupt nicht herbeigeführt werden kann. Die beiden Flächen sind dann nicht 
gleichverzweigt. 

Der Riemannsche Begriff gleichverzweigter Flächen ist ein weiterer, 
als er hier angewendet wurde. Wir wollen deshalb alle Flächen, welche 
über der js- Ebene gleich vielfach ausgebreitet sind und die Verzweigung 
einer und derselben algebraischen Function s von ss repräsentiren „im Wesent- 
lichen gleiche Flächen^^ nennen, wenn sie sich auch durch die Lage der 
Brücken und Zählung der Blätter unterscheiden. Was im Artikel 1 über das 
Verhältniss zweier Zerschneidungen T und T einer Fläche gesagt ist, gilt 
auch noch, wenn die Zerschneidung T in T^ die andere Zerschneidung, etwa 
S' in der T im Wesentlichen gleichen Fläche S liegt. Denn jedem Punkte von 
S entspricht ein Punkt und nur ein Punkt der Fläche T und umgekehrt. Die 
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einfach zusammenhängende ^Sche S' mnss sich demnach auf eine einfach lu- 
sammenhingende T' in 7 abbilden, woraus die Richtigkeit der Behauptung 
erhellt. 

Wenn zwei Yerzweigungspunkte zwischen gieichgezShlten Blättern in 
T liegen, und wenn sie nicht durch eine den Uebergang dieser beiden Blätter 
in einander anzeigende Brflcke verbunden sind, so kann man immer T in eine 
ihr im Wesentlichen gleiche Fläche verwandeln, in welcher die beiden Punkte 
durch eine Brücke verbunden sind, welche in ihrem ganzen Verlaufe die 
beiden Blätter verbindet, und von keiner anderen Brflcke geschnitten wird. 
Denn da diese beiden Verzweigungspunkte, etwa k und k', zwischen denselben 
Blättern liegen, etwa zwischen dem ersten und zweiten, so muss in k sowohl 
als in k' eine Brücke einlaufen, welche wenigstens (von k und k' an ge- 
rechnet) in einem kleinen endlichen Theile den Uebergang zwischen den- 
selben zwei Blättern vermittelt. Es seien e und e' zwei Punkte in diesen 
Theilen, so kann mau £ mit £' durch eine zwischen Blatt 1 und 2 verlaufende 
Linie verbinden, und k mit k' durch eine ebensolche Linie, diese beiden 
Linien als Brücken auffassen und ek und e'k' als Brücken tilgen, womit die 
ausgesprochene Forderung erfüllt ist, denn durch diese Operation hat sich die 
Verzweigung der Fläche T nicht geändert. 

Denkt man sich nun alle Verzweigungspunkte bis auf einen k fest, und 
führt k in der ganzen Fläche T umher, so entspricht jeder neuen Lage von 
k eine neue Fläche T, und es kann sogar auch dann, wenn der Punkt k in 
seine ursprüngliche Lage zurückgeführt wird, die Fläche T eine der ursprüng- 
lichen nicht im Wesentlichen gleiche sein. Denn bei der stetigen Aenderung 
von k hat auch die in k einlaufende Brücke ihre Gestalt geändert, und sie 
kann, wenn k in seine Ursprungslage zurückgeführt ist, sich so geändert 
haben, dass die Fläche T eine von der ursprünglichen wesentlich verschiedene 
geworden ist. 

Es giebt aber für jede Lage von k über einem und demselben Punkte 
der J5-Ebene nur eine endliche Anzahl nicht im Wesentlichen gleicher Flächen 
T. Denn eine Function s von s, welche in T einwerthig ist, kann immer 
so gewählt werden, dass sie k nur algebraisch enthält, und es kann daher für 
jeden bestimmten Werth von k die Function s nur in eine endliche Anzahl 
verschiedener Functionen übergehen, wie auch k an jenen Platz geführt wird. 
Es kann aber andererseits die Function s in mehr verschiedene Functionen 
übergehen, als für k wesentlich verschiedene Flächen T vorhanden sind. 
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Denn ist z. B. a eine einwerthige Function in T, so ist auch Si = f(o,si)+Cifi{a,z) 
eine eben solche , wenn f und fi rationale Functionen von a und js sind. 
Darin kann Ci eine beliebige algebraische Function von k sein, welche die 
verschiedenen Werthe C|, C2, ... Cy annimmt, wenn k in der Fläche T 
umher und so an seinen Platz zurfichgeführt wird, dass eine der ursprüng- 
lichen gleiche oder im Wesentlichen gleiche Fläche entsteht. Und so wird 
anch Si in v verschiedene Functionen übergehen, in «1, «2, ... Sy^ welche 
alle wie T verzweigt sind. Man kann aber immer eine Function s finden, 
welche stets dieselbe bleibt, wenn k in T beliebig herumgeführt und so an 
seinen Platz zurückgebracht wird, dass die Fläche T sich nicht wesentlich 
geändert hat. Ist nämlich Si eine beliebige wie T verzweigte algebraische 
Function, und kann sie in die verschiedenen Functionen «1 , «29 • • • ^y fQr i^ 
Wesentlichen gleiche Flächen übergehen, so ist ^ = ^1+^2+*" + ^»' eine in T 
einwerthige Function, welche für im Wesentlichen gleiche Flächen nur einen 
Werth oder vielmehr nur eine Form besitzt. Diese Function s kann jedoch 
dann nicht zur Darstellung aller in T einwertbigen Functionen benutzt werden, 
wenn ihre Werthe für dasselbe z in Gruppen unter einander gleicher zer- 
fallen. Dann müssen aber nothwendig auch die Punkte, für welche s unend- 
lich wird, gruppenweise über einzelnen Punkten der J5-Ebene liegen, und 
zwar muss dann, wenigalem für allgemeine Lagen der Verzweigungspunkte, 
s eine rationale Function von z sein, also es müssen die Werthe von s in 
n Gruppen unter einander gleicher zerfallen. Dies wird unbedingt vermieden, 
wenn man annimmt, dass Si nur in Yerzweigungspunkten unendlich werde, 
weil dann «1, «29 ••• und folglich s in denselben Punkten und nur in diesen 
unendlich wird und ihre Werthe demnach nicht in Gruppen unter einander 
gleicher zerfallen können. Im Folgenden wird angenommen, dass s für im 
Wesentlichen gleiche Flächen dieselbe Function sei. Wird der Yerzweigungs- 
punkt k um den Punkt z, diesen als fest gedacht herumgeführt, so ändert s 
zwar seinen Werth, geht aber nur in einen andern Zweigwerth über, während 
8 als Function von z der Gestalt nach sich nicht geändert hat. 

Man kann nun diese Function s dazu benutzen, eine solche über der 
Ebene der complexen Variablen k überall mehrfach ausgebreitete Fläche K 
zu constrniren, dass jedem Punkte in K eine einzige Fläche T oder eine 
ihr im Wesentlichen gleiche entspricht, indem man über jedem Pun|^te der 
Ar-Ebene so viele Punkte der Fläche construirt, als zu dem entsprechenden 
Yerzweigungswerthe k wesentlich verschiedene Flächen 7 gehören, oder was 
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dasselbe ist, so viele als fär diesen Werth von h^ s in verschiedene Fanctionen 
abergehen kann. Die Coefficienten der Potenzen nnd Producte von s und & in 
der Gleichung F{s^ 2) = mflssen einwerthige Functionen der Fläche K sein, 
wenn man sie nur von einem etwa vorhandenen gemeinsamen Factor befreit. 
Umgekehrt ist auch diejenige Fläche, in welcher sämmtliche Verhältnisse der 
Coefficienten der Gleichung F{Sy z) =-0 als Functionen von k einwerthige 
Functionen sind, eine Fläche K^ deren Punkten je eine und nur eine Fläche 
T nebst den nicht wesentlich davon verschiedenen entspricht. Denn wenn 
die Coefficienten oder nur deren Verhältnisse nach einer Reihe von Aenderungen 
der Variablen k sämmtlich ihre Werthe wieder annehmen, so muss auch s 
die ursprüngliche Function wieder sein, und wenn die Verhältnisse ihre Werthe 
geändert haben, muss aus s elfte andere Function geworden sein. 

Ist 8 eine nur zweiwerthige Function, also T eine nur zweiblätlrige 
Fläche,, so ändert sich T nicht wesentlich, wenn ein Verzweigungspunkt k in 
beliebiger Weise in T herum an seinen Platz zurückgefflhrt wird. Die 
Coefficienten der Gleichung F(s, z) =0 sind dann ganze Functionen von k, 
und mithin ist die Fläche K in diesem Falle eine Ebene. 



4. 

Alle ö^- Functionen, wie sie durch die Gleichung (7.) des Artikels 1 
definirt sind, welcher Fläche 7 sie auch angehören mögen, haben die Eigen- 
schaft, mit den Argumenten zu verschwinden, wenn ^^h^g^E^ i(moi, 2) ist. 
Aber es können in dieser Fläche die Verzweigungspunkte eine solche Lage haben, 
dass auch von den d^- Functionen, in denen -Z^A^gr^ ^O(mod. 2) ist, einige 
verschwinden. Es findet dies sogar för beliebige Lagen der Verzweigungspunkte 
statt, wenn die Fläche T nur zweiblältrig und p^3 ist, wie ich schon 
pag. 222, Bd. 71 dieses Journals bemerkt habe. Dass eine solche gerade 
d^- Function mit den Argumenten verschwindet, findet dann und nur dann 
statt, wenn es unendlich viele nicht bloss durch einen constanten Factor ver- 
schiedene zweiwerthige Functionen giebt, die in p beliebig gegebenen Punkten 
unendlich gross und in p Punkten unendlich klein erster Ordnung werden, 
und deren Quadrate in T einwerthige Functionen sind. Ich bemerke dies 
hier nur beiläufig, um im Artikel 6 noch einmal darauf zurückzukommen, will 
aber die Bedeutung dieses Satzes noch an dem Beispiel einer zweiblättrigen 

Fläche klar legen. Ist für den Fall /> = 3 «= |/j5 — &,.*— Aj...«— Ar», so ist 

Joaraal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 31 



242 J' Thomaty Beitrag %ur Theorie der AbeUchen Functionen. 



in dem Ausdrucke Const.j5--Ä|.|/j5 — Äi : y« — Ä2-« — *3'« — *4 e5nö unendliche 
Mannigfaltigkeit von solchen zweiwerthigen Functionen enthalten^ wie sie oben 
definirt wurden, weil ss^ beliebig gewählt werden kann, und wirklich ver- 
schwindet in diesem Falle, wie oben erwähnt, eine gerade i9- Function mit 
den Argumenten. Diese Function kann nicht als Quotient zweier i^- Functionen 
dargestellt werden, und es bedarf daher der Satz, den Riemann pag. 154, 
Bd. 54 dieses Journals ausspricht, und der im Allgemeinen richtig ist, einer 
Einschränkung für specielle Flächen T. 

Wir bilden nun das Product der achten Potenzen aller Functionen 

^/.,. : M 
(worin die Argumente u sämmllich Null sind), welche nicht identisch, d. h. 
für beliebige Lagen der Verzweigungspunkte in T verschwinden *) , und be- 
zeichnen sie, da sie nur von den Periodicitätsmoduln A, B abhängt, mit 
f{Ä, B). Wir werden nun beweisen, dass f[Ay B) eine einwerthige Function 
der im vorigen Artikel definirten Riemannschen Fläche K ist, wenn man diese 
Function als Function eines beliebigen Verzweigungswerlhes k der Fläche T 
ansieht. Die übrigen Verzweigungspunkte sollen dabei als fest, doch so ange- 
nommen werden, dass f{A,B) nicht identisch, d. h. für beliebige Lagen des 
einen beweglichen Verzweigungspunktes verschwindet. 

Führt man die Variablen k in der Fläche T herum, so ändern sich 
hierbei immerfort die A und B und zwar als im Allgemeinen ^stetige Functionen 
der complexen Variablen k. Man denke sich das SchniUnetz T zuerst so 
gezogen, dass k nach allen Seiten hin um ein endliches Stück verrückt werden 
kann, ohne dass es nöthig ist, dass dieser Punkt einen Querschnitt über- 
schritte. Durch eine solche Verrückung ändern die Periodicitätsmoduln Ay B 
ihre Werthe. Nach dieser Verrückung kann man das Schnittnetz T so ab- 
ändern, dass dadurch die Grössen A und By wie sie jetzt sind, keine Aende- 
rung erfahren, und dass für k eine Verrückung nach allen Seiten möglich wird. 
Hierzu ist es ausreichend, dass man das Stück eines Querschnitts zerstört, 
welches die freie Bewegung hindert, und durch ein beliebiges anderes ersetzt, 
welches keinen der vorhandenen Querschnitte schneidet, wobei das Netz ein 
canoniscbes bleibt. Dies Verfahren muss auf verschiedene Theile des Netzes 



*) Wenn in einer 2p -f 1 f^ch zusammenhängendeu Fläche T einige gerade 
i9-Functionen, deren Argumente Null sind, identisch verschwinden, so kann dies offenbar 
nur fUr Flächen geschehen, die weniger als ip+i unendlich ferne Punkte besitzen. 



.^ 
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angewandt werden, wenn sich der Punkt k ihnen nähert, ist aber nur in dem 
Falle nicht immer ausfahrbar, wenn der Verzweigungspunkt h sich einem 
anderen Yerzweigungspunkte k so nähert, dass er ihn beim Zusammenfallen auf- 
hebt. Denn beim Zusammenfallen der Punkte wird der Zusammenhang der 
Fläche 7 entweder aufgehoben, oder die Fläche wird aus einer 2/7+1 f^ch 
zusammenhängenden in eine 2j9— Ifach zusammenhängende verwandelt. Im 
letzteren Falle muss nothwendig zwischen diesen beiden Punkten ein Quer- 
schnitt (a oder 6) hindurchgehen. Ginge nämlich keiner hindurch, so hätte 
das Zusammenfallen und Sichaufheben der Verzweigungspunkte auf das Schnitt- 
netz, und folglich auf den Zusammenhang keinen Einfluss, während derselbe 
doch durch die Anzahl der Verzweigungspunkte bestimmt wird, und diese um 
zwei vermindert wird. In jedem anderen Falle aber können Stficke des 
Schnittnetzes so verschoben werden, dass die Ä, B keine Aenderung erfahren, 
und k sich um ein Endliches nach allen Seiten fortbewegen kann, ohne dass 
das Schnittnetz davon beröhrt würde *). Durch die letzteren Verschiebungen 
allein erfahren die A und i?^ und also die Function f{A^B) Aenderungen. 

Fahrt man nun k in der Fläche T herum, jedoch niemals durch einen 
Verzweigungspunkt, mit dem k sich aufheben wurde, hindurch, wie nahe man 
ihm sonst auch kommen mag, und fährt ihn schliesslich an seinen ursprOng- 
lichen Platz so zurück, dass die Fläche T eine der urspränglichen im Wesent- 
lichen gleiche ist, so wird im Allgemeinen das Schnittnetz Ty welches zu 
Anfang in 7 gezogen war, durch die successiven Veränderungen in ein neues 

canonisches T abergegangen sein, und demnach werden auch die Grössen A^ B 

nicht die ursprünglichen Werthe wieder erhalten haben, sondern in neue A^ B 

übergegangen sein. Von den Functionen -^, -^r^, ••• -^ aber setzen wir 

voraus, dass sie sich nicht geändert haben. Dies ist möglich, denn in 

— Ar= y^(^^ js):-^ erfüllt der Nenner diese Voraussetzung von selbst, und 

die Lage der sich aufhebenden Verzweigungspunkte muss ungeändert ge- 
blieben sein, weil die Function s sich nicht geändert hat. Daher kann man 
in (ffJ^SyZ) die Coefficienten so bestimmen, dass sie in /T einwerthige Functionen 



*) Will man die etwas complicirte Vorstellung dieser successiven Netzänderungen 
vermeiden, so kann man auch da, wo die freie Bewegung des Verzweigungspunktes 

k bebindert ist, sofort das Netz T in ein anderes T transformiren, wodurch dasselbe 
erreicht wird. 

31» 
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sind. Alsdann sind die Periodicitätsmodaln A, B und A^ B Integrale der^ 
selben Functionen genommen über die Querschnitte zweier verschiedenen 

Schnittnetze T und T^ und sie müssen demnach in dem Zusammenhange zu 
einander stehen, welcher im Artikel 1 behandelt ist. Hieraus folgt nun, dass 

f{Ay B) = f{Ay B) sei. Denn transformirl man i^~ : 1^1* nach den Regeln 

des Artikels 2, so geht sie in die ihr genau gleiche Function &\g : \A\* über, 
welche ebenfalls nicht identisch verschwinden kann. (Weil f{A, B) alle nicht 

identisch verschwindenden &h,g enthält, so muss auch f{A, B) die nicht iden- 
tisch verschwindenden &r- sämmtlich enthalten, weil jede Transformation 

(Art. 2, Gleichung (20.)) eine eindeutig bestimmte ist, also ^-Functionen mit 
gleichen Indices nicht durch ein und dieselbe Transformation in i^-Functionen 

mit verschiedenen Indices verwandelt werden können.) Da also f{AyB)^f{A^B) 
ist, so haben wir zunächst den Satz: 

XII. Die Function f{A^ B) hat für jeden Punkt der Fläche K einen 
und nur einen bestimmten Werth, wenn für die Coefficienten der Functionen 

-^ in K einwerthige Functionen gewählt sind. 

Dieser Satz muss freilich noch für die Punkte bewiesen werden, die 
den Lagen des Yerzweigungspunktes k entsprechen *), in welchen ein anderer 
Yerzweigungspunkt sich mit ihm aufhebt, was im nächsten Artikel geschieht. 

5. 

Die Function f{A,B) wird nun nur in einzelnen Punkten der Fläche 
K und nur in endlicher Ordnung unendlich gross. Wir untersuchen zuerst 
den Nenner derselben, der eine ganze Potenz von \A\ ist. Da dieser unend- 
lich viele Werthe für dasselbe Ar, ja für denselben Punkt der Fläche K be- 
sitzt, nämlich alle diejenigen Werthe |^|, welche er nach dem vorigen Artikel 
annehmen kann, also keine algebraische Function von k ist, so ist es keines- 
wegs evident, dass dieser Nenner nicht unendlich oft Null und daher f(A^ B) 
unendlich oft unendlich gross wird. Dass \A\ nicht längs einer Linie der 
Fläche K verschwinden kann, ist an sich klar, denn sonst mfisste die Function 
als Function der complexen Variablen k identisch Null sein. 



*) Diesen Lagen entsprechen nicht etwa die Verzweigungspunkte in /f, wohl aber 
die Verzweigungswerthe. 
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Es ^ebt in der Fldche T für jede Lage von k, fflr welche sie 
2p +1 fach zasammenhängend bleibt, also so lange k nicht auf einen Yer« 
Zweigungspunkt f&llt, mit dem der Verzweigungspunkt k sich aufhebt, p von 
einander unabhängige Integrale Ui^ 112 , ... Uj,, von der Eigenschaft, dass u^ 
am Schnitt a^ den Periodicitätsmodul in, an ai, 02, . . . a^~i, a^+n • • • ^ p 
aber den Periodicitätsmodul Null hat. Die Function w^ kann durch diese 
Integrale ausgedräckt werden, denn es ist 



(21.) 



171 «7^ = 2^A^^U^. 



Sind weiter «1 9 Si ; «2 9 ^2 ; • • • «p 9 ^p p beliebige Punkte der Fläche T, so 
folgt aus der Gleichung (21.) 



{iny* 



und also 



dfox C«i', »zO 



dzi* 



= \A\ 



\dux(^$X',»jid 



(22.) 1^1 =. (iny 



dwx 



dzx' 



d*X' 



dux 



dzx' 



worin die rechte Seite von j5j, ^29 • • • ^p unabhängig sein muss, weil es die 
linke ist. Da nun ^^ 



dzx* 



nicht identisch unendlich werden kann, so lange k 

nicht auf einen Verzweigungspunkt fällt, den es aufhebt, so kann \A\ abge- 
sehen von jenen Punkten nur da und nur so verschwinden, wo und wie fflr 

^^^ verschwindet. Da 



dzx* 



alle beliebigen «1, z^; $2^ «2; ••• die Determinante 

dies eine algebraische Function ist, so wird demnach \A\ nur für eine end- 
liche Anzahl von Werthen der Variablen ft, und wie eine algebraische Function 
(also in endlicher Ordnung) verschwinden, oder die reciproke Function un- 
endlich gross werden. Fällt aber k in einen Verzweigungspunkt hinein, den 

dux 



es aufhebt, so könnte allerdings 



dzx» 



identisch (d.h. für beliebige jSi , ^2 ? • • • ^p) 

dwx 



dzx* 



ent- 



unendlich und demnach \A\ in Punkten verschwinden, in welchen 

weder gar nicht oder doch in anderer Ordnung verschwindet. Jedoch ist 
auch dann die Art des Unendlichwerdens der Function f{AyB) eine alge- 
braische, wie sich nachher durch directe Betrachtung zeigen wird. 

Der Zähler von f{A,B)^ welcher aus einem Producte von i9- Functionen 
besteht, ist für alle Lagen von k, für welche 7 2jp+l fach zusammenhängend 
ist, endlich. Denn nach Riemann Bd. 54, pag. 145 d. J. sind in diesem Falle 
die ^-Functionen convergente Reihen und also nothwendig endlich. Es be- 
darf demnach die Function f{A, B) nur noch fflr diejenigen Lagen des 
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YerzweiguDgspunktes k einer speciellen Untersuchung, in welchen dieser so 
auf einen anderen fällt, dass er ihn aufhebt, wodurch allein eine Abänderung 
des Zusammenhanges der Fläche T herbeigeführt werden kann. 

Zur Untersuchung dieses Falles rücken wir zunächst k so nahe an 
einen anderen Verzweig ungspunkt k', welcher derjenige sein soll, der sich 
mit k zusammen aufhebt, dass die beiden Yerzweigungspunkte zwischen gleich 
gezählten Blättern liegen, was ja möglich sein muss, weil nur solche Yer- 
zweigungspunkte beim Zusammenfallen sich aufheben können. Sodann denke 
man sie sich durch eine Brflcke verbunden, welche nur zwischen diesen bei- 
den Blättern verläuft und von keiner anderen geschnitten wird. Dies kann^ 
wie wir früher gesehen haben, immer geschehen, ohne dass die Fläche T 
wesentlich geändert wird, und soll nur dazu dienen, die Anschauung zu er- 
leichtern. Nachdem dies geschehen, ziehen wir in T ein neues Schnittnetz, 

in welchem ein Querschnitt 6j in einem der beiden Blätter um die beiden 
Punkte herum gezogen ist, wobei das innere Ufer das positive sein mag. 
Wenn dieser Querschnitt möglich sein soll, so muss man auch einen zweiten 

Querschnitt Oi vom negativen Ufer von 6| aufs positive zum Anfangspunkte 

zurückführen können. Denn wenn dies nicht möglich wäre, so würde 6| die 

Fläche 7 zerstückeln. Dieser Querschnitt a^ muss nothwendig zwischen k 

und k' hindurchgehen. Die übrigen Querschnitte Oj, 629 etc. ziehen wir nach 

den Regeln des Artikels 1. Es wird dann keins der Systeme 02, 629 etc. 
durch das Zusammenfallen der Punkte k und k' irgend wie berührt werden. 

Die so zerschnittene Fläche werde mit T, die ursprüngliche mit T bezeichnet. 

Dann kann f{A, B) in f{Ay B) transformirt werden, und es sind diese beiden 
Functionen nach Artikel 2. einander gleich, sodass man für den Fall des Zu- 
sammenrückens der Punkte k und k nur die Function f{A^ B) zu unter- 
suchen braucht. 

Für den Grenzfall des Zusammenrückens dieser Punkte hat man nach 
Cauchy 

(23.) A^i =JdWf, = 2711. lim. ((» — &).y^(*,a) : -3~)- 

6, 

Das Integral 5^i = /rftr^ aber unterscheidet sich von 



<fi 



21og(&'-Ä). lim. (ji-k.z-k'.<p^{s,i)'.^)^-^A^^\og{k'-k) 
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nur um eine Grösse, welche beim Zusammenfallen von k mit k' endlich bleibt. 
Man kann demnach etwa 

(24.) B,, = ^log{k'^k)+L, 

setzen, worin L^ eine fOr k== k' endlich bleibende Function bedeutet. 
Da nun weiter 

(25.) { *^?' *^f' _ 

ist, so folgt daraus, dass a^ wie log{k'—k) für k^k' unendlich gross wird. 
Die Grössen Osi, ^319 ^41? ••• ^^er sind endlich, weil es die ihnen gleichen 
Grössen ai^^ aj3, 044, ... sind. Die Periodicitätsmoduln a„^, aber können, 
wenn k auf k' fällt, angesehen werden als die Periodicitätsmoduln von p—i 
Functionen u in einer 2p— i fach zusammenhängenden Fläche. Daraus folgt, 

dass für k=^k' noch alle in f{A,B) enthaltenen ^-Functionen convergiren, 
denn der reelle Theil von a^ wird negativ unendlich. Femer folgt daraus, dass 



alle diejenigen ^-Functionen, in denen Aj ^ 1 (mod. 2) ist, wie ^k—k' und 
ihre achten Potenzen wie {k — k'f für k=^k' verschwinden. Also muss 

f{A^ B) =: f{Ay B) für & = &' wie eine algebraische Function verschwinden, 

wenn nicht etwa \A\ dort in anderer als algebraischer Weise verschwindet*). 
Allein eine in der Umgebung eines Punktes einer RiemannsQ\iGH Fläche {K) 
einwerthige Function einer complexen Variablen (Zr), kann in diesem Punkte 
gar nicht anders als wie eine algebraische Function verschwinden, wenn sie 

nicht gleichzeitig in diesem Punkte unendlich gross in unendlich hoher Ord- 

1 1 

nung wird, wie z. B. sin -77 oder c* für & = 0, oder wenn sie in keinem 



*) Wenn |il| = fllr k-=^W wird, so könnte in 

der mit den Grössen^ L^ multiplicirte Theil unendlich , und unsere Schlüsse 
falsch werden. Allein a,, muss von der Wahl der w und also deren Periodicitäts- 
moduln A unabhängig sein. Es geht aber ti, offenbar für ft = &' in ein Integral dritter 
Gattung über, welches für die beiden durch das sich Aufheben der Verzweigungspunkte 
entstandenen Punkte k logarithmisch unendlich wird, während u^, ti,, ... Up Integrale 
erster Gattung bleiben. 
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noch so kleinen Gebiete um den Punkt herum endlich bleibt, wie tg-r- für 

A = 0, was aus der Theorie der complexen Functionen bekannt ist. Beides 

findet offenbar bei der Function f{A,B) im Punkte k nicht statt, und sie 
kann daher nur wie eine algebraische Function verschwinden, oder wenn der 

Nenner, eine Potenz von \A\^ in höherer Ordnung als der Zahler dort verschwindet, 
unendlich werden. 

Nun ist endlich noch der Fall zu erledigen, in welchem, wenn k auf 
&' fällt, die Fläche T sich in zwei gesonderte Systeme zerspaltet, von denen 
das eine auch eine einfache Ebene sein kann. Man kann dann offenbar um 
die beiden Verzweigungspunkte k und k herum keinen Querschnitt (wir 

nannten ihn vorhin 61) ziehen, weil derselbe die Fläche T zerstückeln würde. 
Dieser Fall ist aber sehr einfach. Dann ist nämlich die Summe der Zahlen 
Pi und pi^ welche die den Zusammenhang charakterisircnden Zahlen der 
Flächen T^ und T^ sind, in welche T für & = &' zerfällt, gleich p. Man kann 
dann die Querschnitte so ziehen, dass keiner der Querschnitte a^ b durch das 
Zusammenfallen der Punkte k und k berührt wird, zwischen denen nur Linien 
c hindurchgehen, welche deshalb unwesentlich sind, weil die Functionen w 
und u sich stetig über dieselben hinweg fortsetzen. Die Functionen u zer- 
fallen dann in zwei Gruppen, von denen die der einen Gruppe im Systeme 
T2, die der anderen Gruppe im Systeme T^ Null sind. Sämmtliche ^-Functionen 
zerfallen in Producte zweier, welche für sich convergent sind, und von denen 
die eine pi Variable, die andere j[?2 Variable enthält. Von diesen i^-Functionen 
kann ein Theil verschwinden, jedoch nur in algebraischer Weise, weil die 
Function f{A, B) als Function von k in der Umgebung des Punktes W ein- 
werthig ist, und kann ebenso nur wie eine algebraische Function unendlich 
werden, wenn sie überhaupt dort unendlich wird, was nur dann geschieht, 
wenn \A\ dort Null wird. 

Somit ist also jetzt bewiesen, dass f{Ay B) eine in K überall ein- 
werthige Function der complexen Variablen k ist, die nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten, und dort nur wie eine algebraische Function unendlich 
werden kann, und es ist mithin f[A^B) eine algebraische Function con k. 

Da nun der Quotient zweier t^- Functionen ^h,g*^h'^* nach Riemann 
pag. 154, Bd. 54 dieses Journals ebenfalls als eine algebraische Function des 
Moduls k darstellbar ist, so kann man alle in f{A^B) vorkommenden ^-Functionen 
durch eine unter ihnen und durch algebraische Grössen ausdrücken, so dass 
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sich eine ganze Potenz von &h^ : }/|^| und mithin diese Function selber als eine 
algebraische Function des Yerzweigungspunktes k darstellen lässt. Der Ver- 
zweigungspunkt k ist aber willkärlich gewShlt, und was von ihm gilt, gilt 
Yon allen übrigen, so dass man den Satz aussprechen kann: 
XIII. Die Function 

»^., •• M\ 

ist eine algebraische Function der Verzweigungswerthe k^^ k^^ ... der Rie^ 
mannschen Fläche T, zu welcher die &- Function gehört. 

So ausgesprochen gestattet dieser Satz, dass man von den beschran- 
kenden Bedingungen, die Aber die Function s und die Coefficienten in (p im 
Artikel 4 gemacht wurden, absieht und nur voraussetzt, dass s und ip von 
den Yerzweigungswerthen algebraisch abhängen. Denn die Wahl dieser 
Grössen hat nur auf die Determinante |^| Einfluss, und wie man sie auch 
wählen mag, so wird die neue Determinante, die man etwa mit \A\ bezeichnen 
kann, ein Product der Determinante \A\ in eine algebraische Function sein, 
weil sich die neuen w durch die früheren linear mit algebraischen Coefficienten 
ausdrücken lassen müssen. 



6. 

Die directe Untersuchung, in welchen Punkten der Fläche K und 
in welcher Ordnung die Function f{A, B) verschwindet und unendlich wird, 
liegt zwar nicht ausserhalb der Grenzen der Möglichkeit, und erfordert nur 
algebraische Betrachlungen, und wird am leichtesten dann durchführbar sein, 
wenn man über die zu Grunde liegende Fläche 7 die allgemeinsten Voraus- 
setzungen macht, so dass sie gar keine Besonderheiten besitzt, allein diese 
Untersuchung ist immerhin complicirt. Leicht ist sie in dem Falle, in welchem 
T eine nur zweiblättrige Fläche, und K demnach eine Ebene ist. Dann ist 
schon ^A,or:|i4P eine ganze Function der k, wenn die u> in der gebräuchlichen 

Form IT» = / ,- ^ — ^ , = gewählt werden. 

Allein wir können uns zur Bestimmung dieser Punkte des Differentials 
dlogf{A,B) bedienen, und somit aus schon bekannten Ausdrücken Nutzen 
ziehen. Denn betrachten wir f{A, B) der Reihe nach als Function der ver- 
schiedenen Verzweigungspunkte k, so können wir den Satz anwenden: Die 
Function f{A^ B) wird dort und nur dort unendlich gross und unendlich klein, 
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wo — ßi ' unendlich gross erster Ordnung oder in y— Ifachen Ver- 

zweigungspunklen der Fläche K in der v^^^ Ordnung, d. h. in jedem Falle 
in einem Punkte x wie Const. ;&— ;; unendlich gross \^ird. Multiplicirt man 

den DiiFerentialquotienten — ^'}: ' mit k—x, und geht zur Grenze k = x 

über, so giebt der Grenzwerth, wenn er positiv ist, die Ordnung des Yer- 
schwindens, wenn er negativ ist, die Ordnung des Unendlichwerdens der 
Function f{A, B) an. Diese Zahl muss jedoch noch mit v multiplicirt werden, 
wenn x ein y— Ifacher Yerzweigungspunkt der Fläche K ist*). Wird 

- ^. ' ^ in einem Punkte x wie eine gebrochene Potenz unendlich, so 

wird dort f{A^B) nicht unendlich, sondern es ist x ein Verzweigung^unkt, 
in welchem f{A, B) endlich ist. 

Im 66. Bande dieses Journals pag. 95 habe ich gezeigt, dass 

sei, worin *,* ä^; «2* «29 • • • p Werthepaare von s und z sind, welche der 
nach den 2p Modulsystemen der Functionen u genommenen Congruenz 

(27.) (. ..,«^(<y, &)--2'^fi^(«^*a^), ...) = (-..,i-2'^Ä^a^e+ifl^)'«^^--0 
Genüge leisten, wenn ^A^9^^0(mod.2) ist, und wenn o der zum Verzweigungs- 
punkte h gehörige Werth von s ist. Bei der DiiFerentiation nach h sind jedoch 
in (26.) dieWerthe j5|, j52, ... Zp als von h unabhängig anzusehen, andern- 
falls Hesse sich die Integration sofort ausführen. Ich habe weiter pag. 96 
Bd. 66 dieses Journals die Mittel angegeben, jene Punkte «^* J5^ durch alge- 
braische Operationen zu bestimmen. Sind nämlich 171, 1729 .. . rj^x p—l solche 
Punkte der Fläche T, für welche eine Function (p^ die ausserdem nur noch 
in sich aufhebenden Verzweigungspunkten verschwindet, unendlich klein zweiter 
Ordnung wird, und setzt man 

worin a wieder den zu dem Verzweigungspunkte k gehörenden Werth von 
s bedeutet, und drückt nach Riemann pag. 154 Bd. 54 dieses Journals die 
Function 



*) Weil dort ä— x unendlich klein in der v*«" Ordnung wird. 
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(28.)-. Tir-V^ = ^^- 

in der die h^ g der Congruenz 

entnommen sind, durch eine algebraische Function aus, so sind die p Punkte, 
in welchen das Quadrat dieser Function, also ^k verschwindet, die wir mit 
€|, €2, ... €p bezeichnen wollen, jene Punkte «i^ Zi; «2^ ^2; • • • ^pt ^p* 

Die einwerthige Function ^^ ist von Herrn fuchs Bd. 73, pag. 308 
dieses Journals in einer bestimmten Form dargestellt, welche sehr brauchbar 
ist. Herr Fuchs setzt nämlich 

(29.) ^t = V^* («,«):(«-*). 9^ («,«), 
worin (p diejenige Function ist, die in den Punkten 171, 1729 ••• Vp-i ver- 
schwindet. Es ist alsdann tpk eine Function, Welche ausser in den sich auf- 
hebenden Yerzweigungspunkten und den über 9 = k gelegenen Punkten der 
Fläche T, in welchen keine Verzweigung stattfindet, wo sie unendlich klein 
erster Ordnung wird, noch in p Punkten ^ 1 , ^ «2 , ... e^ unendlich klein zweiter 
Ordnung wird. Ausserdem ist die Function rpt noch durch die Bedingung 



h'-h 



beschränkt, dass yC* am Querschnitt a^ sich um den Factor (—1) ^ ^, am 

Querschnitt b^ um den Factor (—1) ^ ^ ändert*). Hierdurch ist im Allge- 
meinen die Function tpt bis auf einen constanten Factor bestimmt, in speciellen 
Fällen aber kann für bestimmte Combinationen h, g die Function noch eine 
oder mehrere willkürliche Constanten enthalten, so dass einer oder mehrere 
der Punkte «i, €29 -•• £p willkürlich gewählt werden können. In diesem 
Falle und, wie aus Riemanns Abhandlung über das Verschwinden der ^- 
Functionen hervorgeht, nur in diesem Falle verschwindet die Function 



'*(^(«^(«,Ä)~le«^(«e))) 



identisch, und es ist dann ^A' o* = 0. 

Es giebt aber in jedem Falle eine bestimmte Anzahl solcher einander 
nach dem Modul 2 incongruenter Systeme von Zahlen h^\ g^^, welche 



*) Die Bestimmung der Coefficienten der Functionen xp kann auf die der Functionen 
9), welche die Punkte 17 liefern, zurückgeführt werden. 

32» 
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der Bedingung ^^h\''^jf^^^ ^O(mod. 2) Genüge leisten, und ein solches Zahlen- 
system A, g^ dass • 

weder identisch yerschwindet noch unendlich wird, weil dies noch im spe- 
ciellsten Falle, nSmlich dem einer nur zweiblSttrigen Flache 7 statt hat. Wir 
nehmen an, es gäbe q solcher Systeme h\ g\ h'\ g"\ ... A^«^, ^«^, und die 
Systeme von p Punkten, in denen die Functionen ^J'»^', C»"^', - . - unendlich 

klein zweiter Ordnung werden, seien «i, 4 9 ••• ^^; <i\ 4\ - •• ^p; 

«i*^ *2'^ • • - ^p^ und die zugehörigen Functionen ip seien y/i, V'i', i^i", . . . 

7y— • 1/^ ein Integral zweiter Gattung, 

welches im Verzweigungspunkte k unendlich gross erster Ordnung wird. 
Verschwände nSmIich yjj^^ oder ^^(^)_j| MM)^n(j^ (^m^J '"* Verzweigungspunkte 
ky so würde ^^(^) /^^ verschwinden, und y/][^^ müsste (wie aus Riemanns Abhand- 
lung über das Verschwinden der ^-Functionen hervorgeht) ausser einem Factor 

noch eine willkürliche Constante enthalten, und y^ " ' ^ wäre nicht als Quotient 
zweier ^-Functionen darstellbar, was gegen die Voraussetzung ist. Dies In- 

tegral zweiter Gattung kann als eine lineare Function von -ßr-^ welches 

wenigstens im Allgemeinen und namentlich bei den weiter unten über 9?!, 
9)2 , . . . zu machenden Voraussetzungen auch ein Integral zweiter Gattung 
ist, und Wi^W2^ . . . Wp ausgedrückt werden, was Herr Fuchs pag. 319, Bd. 73 
dieses Journals gethan hat. Setzt man mit Herrn Fuchs 

dwi ^ ^V^Kh*)dz 
so folgt durch Differentiation nach 2: 

^— *^-ör -er 

und hieraus zunächst 



(31.) ^ = C,r-IL^;i^ = :^,/i:>«,,+Consl., 
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wenn wie oben o der zum Yerzweigungspunkte k gehörige Werth von s ist. 
Setzt man nun in der Gleichung (32.) snccessive «p*^, «^^, ... b^^ für («, ä), 
so folgt 

worin das Argument z^^ der Function tr in (34.), d. h. der zum Punkte €[f^ 
gehörige Werth von z beim DiiFerentiiren als von k unabhängig zu nehmen 
ist. Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung (26.) ein, so findet man, 
wie Herr Fuchs a. a. 0. ausführlich zeigt: 

(35.) -^ (^,(,,^^^, : yf\A\) = - iJ^^fC"). 

Da die Gleichung (32.) eine identische ist, so hat man vielerlei Mittel, die 
Grössen t algebraisch auszudrücken und somit 

dh "" ^> dk ^'^äC"V/') • r 1^1^ 

algebraisch darzustellen, womit das erstrebte Zfel erreicht ist. Um aber zu 
einem möglichst einfachen Resultate zu gelangen, wollen wir die Annahme* 
machen, dass die Fläche 7 aus p übereinander liegenden BlSttern bestehe, und 
wollen die Verzweigungspunkte dieser Fläche als von einander unabhängige 
Variablen ansehen. Dadurch wird die Allgemeinheit der Untersuchung in 
keiner Weise beeinträchtigt, nur werden dadurch speciellere Fälle, nämlich 
die, in welchen die Fläche T aus weniger als ip+i Blättern besteht, auf 
den allgemeinsten zurückgeführt. Die Anzahl der Verzweigungspunkte darin 
ist 4p— 2. Von diesen kann man p+i beliebige Lagen geben, oder man 
kann p+1 Verzweigungswerthen beliebige Zahlwerthe zukommen lassen. 
Wenn die übrigen 3p— 3 noch alle möglichen Lagen einnehmen, so erhält 
man noch immer von allen möglichen Systemen gleichverzweigter Functionen 
eine Fläche T als Repräsentanten dieser Systeme. Es können demnach um so 
mehr p Verzweigungswerthe bestimmte Zahlwerthe erhalten, und es reicht 
aus, die Function f{A,B) als Function der 3p — 2 übrigen anzusehen und sie 
als algebraische Function derselben zu definiren. Diese festen Verzweigungs- 
punkte seien ai, x^-^ aj, ;f2; • • • ^p^ ^p^ dann sind a^, 02, ... o^ einwerthige 
Functionen der Fläche Ky weil sie rationale Functionen der CoefGcienten der 
Gleichung F{8,z) = sind. Daraus folgt, dass man, ohne den Bedingungen 
des Artikels 4, Satz XII. entgegen zu handeln, annehmen kann, dass (pf,{s,z) für 

8y Ä = CJi, Pf|; (Tj, ^2? ... ^/i^l^ ^/i-l? ^/i+l9 ^^u+l? • • • ^p9 ^p 
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dF 



verschwinde, und fSür s, ä = a^, x^ den Werth lim. (y'» -jt^ : -^) annehme. 



dwt 



SO dass lim.)'»— «^•-^ = 1. Bei dieser Annahme ergiebt sich durch eine 

Rechnung, welche der des Herrn Fmeks, pag. 312, Bd. 73 dieses Journals 
analog ist: 



is 

und hierans folgt scUiessUch 

Bei Berecknog der FiKlioB f^AjB) mässen, wie wir sehen, Functionen 
IT miersackt werdca« m denea köbere Irrationalititen als Coef&cienten ent- 
kdlca sind« wdcke uckt einwerlbig in der Flache K sind. Dies ist ein 
Mangel nBsera' Methode. All« eiuial kommen in der Gleichung (37.) nur 
sym m ct i i gck e FndioBcm der Windn derjenigen Gleichungen vor, welche 
die Coeflnealea in ^ kestinuMB, md diese symmetrischen Functionen sind in 
K eawcittig. AadcmatiHj sind fie Fnctionen ^ in der Theorie der ^6e&chen 
FuctioMa so wicktig« dasa sie dem Reckner, welcher sich mit dieser be- 
sckiltigt |Tlirf|: sein miasai« so dass wir nns mit dem hier erlangten Re- 
s«ltale Wgn i gui kamien 

Eine iknBrkr Bekandhay lissl anck die ans p ungeraden ^-Functionen 
gtkiMele Fmictiwuldftfrminanlr fitar yersckwindende Argumente zu. 

Balle, im Xai 1S73. 
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Siebzehntheilung des Lemniscatenumfangs durch 
alleinige Anwendung von Lineal und CirkeL 

(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 



i/bgleich bereits Abel in seinen ,,Recberches sur les fonctions 
elliptiqnes (Oeuvres compl^tes, tome I., p. 141—252) nachgewiesen hat, dass 
der Lemniscatenumfang durch alleinige Anwendung von Lineal und Cirkel in 
n gleiche Theile getheilt werden kann, wenn n eine Primzahl von der Form 
2*'+l ist, wenn also n gleich 5, 17, 257, . . ., so ist dennoch meines Wissens 
die Theilung in 17 gleiche Theile geometrisch bis jetzt noch nicht ausgefährt 
worden. Indem ich daher die Lösung dieser Aufgabe versuche, lege ich die 
Betrachtungen und zum Theil auch die Bezeichnungen zu Grunde, die Abel 
selbst in der oben erwähnten Abhandlung benutzt hat. 

§. 1. Darstellung des Lemniscatenbogens als elliptisches Integral 

erster Gattung. 

Die einfachste Gleichung der Lemniscate ist 

(1.) r" = cos2d, 
daher ist der Lemniscatenbogen 

(2.) n=fid;^+^W = f-^^ 

Setzen wir 

(3.) r = sinamii = y«, 

so sind die beiden Fundamentalperioden*) 

2«, = 2/"'-^=-, 2«,' = 2ir-^=-, 

also 

(4.) a>' = wo. 

Dabei ist co der vierte Theil von dem ganzen Lemniscatenumfang. 

Der Modul der elliptischen Function ipu ist so beschaifen, dass 

(5.) (p{u%) = %(pu 
wird, denn setzen wir ir an die Stelle von r, so wird fit aus u. 



*) Bei Abel heissen die beiden Fundamentalperioden ia und oi. 
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Das Additionslheorem von q>u ist ausgedrückt darch die Formel 



und deshalb ist 



(6.) ^(.+., = 2Ü±Z£J£4WES5 



§.2. Zurttckfahrung der Aufgabe auf die Lösung einer Gleichung 

vierten Grades. 

Um den Lemniscatenumfang in siebzehn gleiche Theile zu theilen, 
müssen wir die Werthe von (pu^r aufsuchen, fttr welche 

« = ^, (Ar = 1,2, 3,. ..16) 
oder 

(8.) u = -j^ (1+41+1-40 = jzqü + l+Ü • 

-TZIi) bekannt, so können wir daraus und aus der conjugirt 

complexen Grösse y^ . .^. ) mit Hülfe von Formel (6.) sehr leicht V^Q-rf-J 

construiren. 

Es sei nun w definirt durch die Gleichung 

(9.) q>w = ±q> (4if?f) = + i(p (4a>), 

dann muss 

w = +4iPf+2itt>-f 2aai' 

sein, oder 

r4i\\ 2lw + 2fLw' 

(10.) w = -tJ/-- 

Umgekehrt wird die Gleichung (9.) stets befriedigt werden, wenn wir für w 
irgend einen der Werthe setzen, die durch Gleichung (10.) dargestellt sind, 
z. B. auch wenn wir setzen 

w = 1^4^^ (*= 1^ 2, 3, ... 16). 

Dies sind 16 Werthepaare, also im Ganzen 32 Werthe von w, denen alle 
anderen bis auf eine ganze Periode gleich sind. Weil nämlich 

Ol' = to 
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isL SO wird 

and in Folge dessen 

1+4» 

Fflgen wir za w noch irgend eine ganze Periode 

2® = 2l'(o + 2fi'(o' = 2(o{l'+fi'i) 
liinzn, so kommt 

ir + 2u) = 7~^[^+/it+(l+4f)(r+^'t)] 

Jetzt setzen wir 
und erhalten 

Da wir noch if beliebig wählen därfen, so können wir stets 

W + 21Q = ^, (Är=l,2,3,...16) 

machen. Es giebt also nur. sechzehn incongruente Werthepaare von w, und 
deshalb höchstens 16 verschiedene Werthepaare von (pw. Wir können sogar 
zeigen, dass sich je vier von diesen sechzehn Werthepaaren nur durch den Factor 
--1, f oder — f von einander unterscheiden, so dass es nur vier verschiedene 
Werthepaare von q>*ft giebt. Setzen wir ndmlich 

so folgt aus Formel (9.) 

Da jedes tD„ zwei Werthe hat, so giebt es also nur acht verschiedene Werthe 
von (p^to; wir wollen nun die Gleichung achten Grades aufstellen, deren 
Wurzeln diese acht Werthe von (p'^w sind. 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 3. 33 
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Es ist nach Formel (7.) 



also 
Dies giebt 

oder wenn wir x statt ^^ir setzen, 

[(l+a:)*+16a:(l-a:)'P+16(l-x)(l+x)'[(l + a?)*-16a:(l-a:)T = 0, 

oder 

(12.) x»+24x'+524a?^-1400a?'+ 886a:*- 408a?'+ 748a?'- 136a? + 17 = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung lasst sich in zwei complex conjugirte Factoren 
zerlegen, so dass wir es nur mit zwei Gleichungen vierten Grades zu thun 
haben. Diese Gleichungen sind 

(13.) a?*+(12-20fV+(-10+28f)a?'+(-20-12f>+l+4f = 0, 
(13^) a:*+(12+20f>^+(-10-28f>'+(-20+12f>+l-4f = 0. 

Weil die gleichstelligen Coefficienten dieser beiden Gleichungen complex con- 
jugirte Grössen sind, so heissen die Wurzeln der einen Gleichung 

<^*(ti^)^ ^*(Ä)' ^'(Ä)' ^'(-ra)' 

und die der anderen 

«P^TTii)' ^*(TTii)' **(Ä)' f*^l^^ 

d. h. mit den Wurzeln der einen Gleichung sind auch die Wurzeln der anderen 
gegeben. 

Unsere Aufgabe ist daher auf die Lösung einer Gleichung vierten 
Grades zurflckgeführt. 

§.3. Auflösung der gefundenen Gleichungen. 

Ist Xi gleich (p^tD eine Wurzel der Gleichung (12.), so ist auch x^ 
gleich (p*(2tD) eine Wurzel dieser Gleichung, und es wird 
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Daraus folgt 

und 

(15.) (pwq>{2u>)^ ^^^^^y -- ^,_^^^^, , 

oder wenn wir 

setzen, 

(14^) 16(l-y + Ä) + (l+y+«r = 0, 
(15^) y-y'+6«-y»-2»' = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir 

(^^•) ^ - 3H^ ' 

(17.) y*+24y^+488y'-1632y+1360 = 0. 

Jeder Wurzel dieser Gleichung entsprechen zwei Wurzeln von Gleichung 
(12.)) die sich in die Gleichungen (13.) und (13^) zerlegen liess. Auch die 
Gleichung (17.) lässt sich in zwei andere zerlegen, bei denen die gleich- 
stelligen Coefficienten complex conjugirte Grössen sind; diese beiden Glei- 
chungen heissen 

(18.) y^+(12-20i)y+(-28+24f) = 0, 
(18^) j,'+(12+20i)y+(~28-24i) = 0, 

und die beiden Wurzeln von Gleichung (18.) sind 



(19.) y, = -6 + 10i+6i|/l+4f, y2 = -6+10f-6fYl+4f. 

Aus Gleichung (16.) können wir auch noch die zugehörigen Werthe von is 
berechnen und erhalten 



(20.) «i = 9+2f+(4-2f)|/l+4f, «2 = 9+2f-(4~2f)}/l+4f. 
Jetzt bilden wir die beiden quadratischen Gleichungen 

(21.) a?'— yiJj+Äi = 0, a?'— ^2^+ «2 = O9 
deren Product 

(22.) a?*-(yi+y2)a?^+(yiy2+Äi+Ä2)a?^-(yiÄ2+y2«i)a?+Äi»2 = 

33» 
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ist. fhm wird aber 

-^i+Vi) = 12-20i, 
yiyi+«i+aj = —10+28», 

-(yi»2+y2»i) = -20-i2i, 

ajÄj = 1+4«. 
Dies in Gleichung (22.) eingesetzt giebt 

a;*+(12-20»>'+(-10+28i)a!'+(-20-12i){r+l + 4i = 0, 

also genau Gleichung (13.). Die vier Wurzeln von Gleichung (13.) sind 
daher identisch mit den beiden Wnrzelpaaren der beiden quadratischen Glei- 
chungen (21.); sie sind also 



Nun ist aber 

^-s, = -34-68i+(-34-16iOi/T+4< = [-34-16»+(-18+40}/l+4i]|/l+4i 

und 



- 34- 16i+(- 18+4») 1^1+4» = [-l+4»-+(l+2t)yi+4»']'; 

daraus folgt, wenn wir die Wurzeln von Gleichung (13.) mit x,, sr», a?,, Xt 
bezeichnen, 



Xi = -3+5«+3»Vl+4»+ ^l+4»[-l+4»+(l + 2»')i/l+4»-]. 



x,== _3+5.-+3»Yl+4»-- yi+4j[-l + 4»-+(l+2i)|^l+4«-], 

C^«*-) < 4 

-c, = _3+5J-3»Yl+4»'+i|/l+4»-[-l+4»-(l+2»-)|/l+4»3, 



-c, = _3+5<-3»Yl+4»'-«»'l+4»-[-l+4«-(l+2«)y'l+4«']. 
Wenn wir also die Zeichen 



(24) •^' = -^+^*' A = 3»yi + 4i, /i = (-l+40|/l + 4i. 



einfQhren, so wird 



(25.) 



/; = (l+2»-)>'(l+4»)* 
aJj = ft+fi— fi— A» 

«H = A— A+*/i— »A» 

«4 = fi—fi—ifi+if*' 
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* 
Die zu Xi^ X2^ Xi^ x^ complex conju^rten AusdrOcke x[^ x^^ x^^ x^ sind die 

Wurzeln von Gleichung (13".)- 



§. 4. Bestimmung der Theilpunkte auf dem Lemniscaten umfang. 
Der Bogen der Lemniscate war 



«=/7T=^' (»• = ^")' 



auf dem die Theilpunkte durch die zu ihnen gehörigen Radii vectores 

bestimmt werden. Nun sind aber die gefundenen Wurzeln a^i, Xz, x^^ x^^ 
jj'i, a?i, a:i, a:i den Grössen y^( 1—4 } S'^^^hi ^^^ ©s ist 






also 



4 — 4 — 



(260 K^) = 



/ 4Ä(» \ ^x^\ — a/+ l^a^'i^l — a? 



l + t^aroj' 



Da -^xx^ das Product zweier complex conjugirter Ausdrücke ist, so ist diese 
Grösse stets positiv zu nehmen und dem absoluten Betrage von o; gleich; 



4 — 



dagegen haben }/a:yi— jj' und ^ix^\—x fQr jedes Werthepaar von x^ x' 
vier verschiedene Werthe. Ist daher ein Werth 



4 — 



so hat r fflr jedes x die vier verschiedenen Werthe 

2| -2| 2n -2iy 



SO dass wir im Ganzen sechzehn verschiedene Werthe von r erhalten, die 
zu den sechzehn Theilpunkten der Siebzehntheilung gehören. 

Die Ausfflhrung der geometrischen Constrnction bietet jetzt keine 

Schwierigkeit mehr, da in den Ausdrücken fflr x und für V^kjt^J n^r q^^* 
dratische und biquadratische Wurzeln vorkommen. 



^ 3. 



LemmiscaUnumfangs. 

WiralMJi*zit\nng aus o; gleich q>^(^j==~)' 

wir ^as x wai x' die vierte Wurzel zu 
aäffinden können. Es sei 

sl = X, und € = e^y 
Aw dMStft Gkicliiiii^n ergiebt sich durch Rechnung 



g, = (l-e«)^2 + 4€V(l+4fr, 



(28.) 



1^2 = (l+,-6)y2~46V(l+4fy, 



gr, = (2+6*«6«) 1^2+4^71+41, 



5^4 = (2+€*+6«),^2+4€Vl+4f, 



ud 



(29.) 



4*1= 4y'x, =flr4+gr2+ Ä3+ 5^4, 
4«*«2 = 4«* |/x2 =5^1+5^2— 5^3— 5^41 

4«% = 4€V^4 = S'l— fl^2 + «V3— «fl^4. 

Von der Richtigkeit dieser Formeln kann man sich flberzeugen, indem man 
sie ins Quadrat erhebt Denn es ist 



9\+j^+2g,g,^ (16+32i)»^(l+4f)^ = 16A, 



(30.) /^5+^I+2^iS^ = (-16+641)1^1 +4i =16/3, 

a^i^+2^2^4= 48f>'T+4f =16/i, 

a^i^4+2^flr3= -48+ 80t =16/;. 

Um auch noch die vierten Wurzeln aus x zu erhalten, wenden wir wieder 
ein Ähnliches Verfahren an und setzen 

I* = 4« 
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Aas diesen Gleichangen ergiebt sich 



A, = 2(l+«)yi-2c+2e» y2+4c« yl+4i. 



(32 ) A = 2 (1 -e) yi+2«+2«' y2+4€« y.l+4f, 
A3 = 2(1 -e')yi +26*4-2«"' ^2+47» Vl+4i, 



A, = 2(l+«*)|/l-2«*+2«'72+4c*'yi+4i, 
oder wenn wir A| = i^C«) setzen, 

(33.) Ä. = ^(«), A, = ^(-€), Aj = Ä(-«*), A« = fr(0; 

4<i = 8|/»i = sj'aji = Ai+A,+ Aj+ A«, 

,oA ^ / ^*"^ = ®*V»2 = 8«*/aj, = A,+ Aj- A3- A«, 
4«'<j = 8e*|/«j = 8«'y'x, = Ai— Aj— iA3+iA4, 
46« <« = 8«V»4 = 8f^!/x4 = A, -Ai+iA3-«A«. 

4 4 4 4 

Wir haben also |/a:i, -^x^^ -^x^^ -^x^ dargestellt durch die vier Grössen A^, 
^9 ^9 ^49 deren sechzehnte Potenzen nur durch Addition und Multiplication 
aus ganzen Zahlen und e zusammengesetzt sind und sich deshalb leicht con- 
struiren lassen. 

Freiburg i. Br., den 27. Mai 1872. 
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Auszug aus einem Schreiben des Herrn Mertens in Krakau an den Herausgeber. 

Versuche, den störenden Theiler n! aus dem von mir Bd. 69, S. 290 

dieses Journals gegebenen Ausdrucke einer symmetrischen Function zu entfernen, haben 
mich zu folgendem Besultate geführt: Setzt man*) 

und bezeichnet irgend eine gegebene ganze symmetrische Function von t^, <, , ... U 
mit V(t^^t^y...tn)y so kann man immer durch eine Beihe von Divisionen den Ausdruck 
AF identisch auf die Form 

(1.) AV = yi + 0^ft^ + 0^ß^ + ... + Q,ß, 

bringen, y^o % Q., Q^y . . . Q^ ganze Functionen von l^ , I,, ... U sind und 9t über- 
dies in Bezug auf keine der Veränderlichen t^y t^y ... U den Grad n—i übersteigt 
Da eine derartige Reduction, wenn man von den Ausdrücken Q^^ Q,, ... Qn absieht, 
nur auf eine Art ausfahrbar und AF eine dtemirende Function von <,, l,, ... l» ist. 
so schliesst man, dass 9i ebenfalls eine altemirende Function von i^y <„ ... i» una 
daher durch A theilbar ist Da aber St in Bezug auf l,, l„ ... ^« den Grad it— 1 

nicht übersteigt, so ist der Quotient y- von ^j, t^y ... U unabhängig und kann der 

Natur der Operationen nach, aus welchen er hervorgegangen ist, nur ein ganzer ganz- 
zahliger Ausdruck der Goefficienten von F und der durch die Reduction (1.) einge- 
führten Goefficienten von ft sein. Bezeichnet man diesen Ausdruck mit St, so ist 

• (2.) AF = ASH-(?,A + (?.A, + •• + (?»/»», 
und, wenn man t^ =x^, t^=x^y ... (« = x^ setzt: 

(3.) F(a?,,a:„ ...o:,) = «• 

Will man V(x^yX^y...Xn) als Entwickelungscoefficienten darstellen, so braucht man 
nur zu erwägen, dass die Gleichung gilt: 

r (7-^/;-^..i,,iA i ^ 

und dass daher nach (2.), (3.) folgt: 

irr ^ ^ - r ^""'^r' '<«-iAF l 

Beiläufig will ich noch bemerken, dass die erzeugende Function, welche Sie 
(Bd. 53' dieses Journals") zur Darstellung der symmetrischen Verbindungen von x^^ 
x^j ... Xn construirt haoen, auch folgendermassen bestimmt werden kann: Man bringe 
den Ausdruck (— 1)K— DA' auf die Form 

wo S in Bezug auf jedes der Elemente (j, f„ ... U vom (n—l)*'" Grade ist. Alsdann 

g 

ist die genannte erzeugende Function -j—r- —- 

Krakau, den 3. September 1872. 



*) Die in dem aDgefdhrten Aafsatz des 69. Bandes mit A bezeichnete Grösse ist von der hier 
mit A bezeichneten Grösse verschieden and zwar in der Weise, dass jene nach meiner jetzigen 

Bezeichnung =(— 1)**^""'^ A' sein würde. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Fortsetzung der AbhandluDg im 74. Bande dieses Journals.) 

(Von Herrn L. W. Thomi.) 



1. # 

Xm 74. Bande dieses Journals S. 193 sind Unfersuchungeti Aber die 
homogene lineare Differentialgleichung 

(1) -ä^+p^ä^,+p^d^^+"-+p-y = 

angestellt worden, deren Coefficienten p innerhalb eines um den Punkt x=a 
der Constructionsebene als Mittelpunkt geschlagenen Kreises einwerthige und, 
abgesehen von dem Punkte x=a, stetige Functionen des complexen Argumentes 
X sind; diese Untersuchungen sollen hier weiter fortgesetzt werden. Die m 
linearunabhängigen Integrale einer solchen Differentialgleichung nehmen in 
der Umgebung* von x = ay wie Herr Fuchs Bd. 66 dieses Journals S. 131 
gezeigt hat, folgende Form an. iMan bezeichne durch coi bis co^ die Wurzeln 
einer Fundamentalgleichung m^^^ Grades, die zu der Differentialgleichung ge- 
hört, auf welche Gleichung man gefährt wird, wenn man mit Hälfe irgend 
eines Systems von m linearunabhängigen Integralen ein solches Integral zu 
bilden sucht, das nach einem Umgange um den Punkt x = a den vorigen 
Werth multiplicirt mit einer Constanten annimmt. Diese Gleichung ist unab- 
hängig von de^ Wahl irgend eines Systems von m linearunabhängigen Inte- 
gralen, und die Wurzeln (Oi bis (o^ sind alle von Null verschieden. Einer 
einfachen Wurzel (o^ entspricht dann das Integral 

(2.) y, = (a?~a)*«y,, 

einer /.fachen die Gruppe der k Integrale 

(3.) y, = ix^ayd\(p,,[logix^a)T'' (a = 1, ... Ä), 

wo Ar^ = -g— - log CO. ist, die Grössen (p innerhalb des Kreises, in dem die 

Coefficienten p gegeben sind, einwerthig und abgesehen von dem Punkte 
x=a stetig sind. Zwischen den Grössen (p bestehen die Relationen, dass 
y«b('^ = 2, ... a) sich linear mit constanten Coefficienten durch diejenigen aus- 
drücken lässt, deren erster Zeiger kleiner als a ist. Jedes Integral der Differential- 
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gleichung setzt sich aus den genannten linear mit constanten Coefficienten zu- 
sammen, und werden in demselben die Summanden, die den nämlichen Ausdruck 
(x— a)*[log(ar— «)]* enthalten, vereinigt, so geben dieselben eine in der Umgebung 
von x = a einwerthige Function, die durch die Summe von zwei Potenzreihen dar- 
gestellt wird, von denen die eine nach Potenzen von x^-a mit positiven, die 
andere mit negativen ganzzahligen Exponenten Fortschreitet. Das Integral 
ni|pmt eine solche Form, wie es durch die genannte Darstellung erhalten 
hat, nur auf eine Weise an. In der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals sind 
nun allgemein diejenigen Differentialgleiehungen behandelt, die unter ihren In- 
iegralen solche besitzen, in deren Ausdrücken die einwerthigen Functionen 
Potenzen eon (ar— «)""' nur in endlicher Anzahl enthalten, nachdem Herr Fuchs 
jn Bd. 66 dieses Journals S. 139 und Bd. 68 S. 359 nach einer anderen 
Methode die Differentialgleichungen untersucht hat, die nur derartige Integrale 
haben. Es möge im Folgenden zur Abkürzung gestattet sein, die vorhin 
definirten Integrale als reguläre Integrale zu bezeichnen. 

In der genannten Abhandlung im 74. Bande dieses Journals ist gezeigt, 
dass, wenn die Differentialgleichung (1.) äberhaupt ein reguläres Integral hat, 

sie auch ein solches von der Form {x—aY^Jc^ix — ay haben muss. Die 

alsdann befolgte Methode besteht in der Anwendung der Schlussweise von 

m— 1 auf m vermittelst der Substitution g = yi/zdx, wo yi ein Integral 

der eben angegebenen Form ist. Es sind daselbst diejenigen Differen- 
tialgleichungen näher untersucht worden, deren Coefficienten p in der 
Entwickelung Potenzen von {x—d)~^ in endlicher Anzahl enthalten. Be- 
zeichnet man bei einer solchen Differentialgleichung die Ordnungszahlen, in 
denen die Coefficienten pi bis p^ für x = a unendlich werden, bezuglich 
durch TTi bis n^^ wo 7i^ = ist, wenn p^ für x=a nicht unendlich wird, und 
addirt zu tt^ die Ordnung des bei p^ stehenden Differenlialquotienten, so 
kommen die positiven ganzen Zahlen 7r,+m--l, ti^+'w— 2, . . . tt^ wesent- 
lich in Betracht. Es werde noch die Ordnung Null, in der der Coefficient 

Po=l von -^-^ unendlich wird, diTrch 7i„ bezeichnet und alsdann die Zahl 

n^-^-m—a, (a = 0, ... i») die zu dem Coefficienten p« gehörige Zahl genannt. In 
dem System der zu den Coefficienten p^^ gehörigen Zahlen kommt es darauf 
an, bei welchem Stellenzeiger a = 0, . . . m zuerst die grösste dieser Zahlen 
auftritt. Man findet zunächst, dass, wenn die Coefficienten pi bis p^_i in end- 
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lieber Ordnung für x = a unendlich werden , und die Differentialgleichung 
Oberhaupt ein reguläres Integral hat, also auch eines von der Form 

00 ^ - 

{x-'ay2!c^{x—a)% so mussp^ auch in endlicher Ordnung fär a: = a unendlich 

werden, und der Stellenzeiger a, bei welchem zuerst die grössle der zu den 
Coefficienten gehörigen Zahlen auftritt, kleiner als m sein. Reducirt man 

ferner die Differentialgleichung (1.) durch die Substitution ffi/zdxy wo das 

Integral y, von der Form {x-ay2:Ct^{x—ay ist, so erhall man die Dif- 
ferentialgleichung 



(4.) -^^i + 9ia^^2+'-+q.-i^ = 0, 



deren Coefficienten q die Form 



1 (^rfy. 



9^ = -^r-t+p^y^]^ 

^ ■^ r ^ JA i^^ "rf^"^ "i:2".T:(r=i) '^^■5^^'^ 

haben. Aus den Ausdrücken der Grössen q ergiebt sich alsdann, wenn man 
in den Differentialgleichungen (1.) und (4.) die Coefficienten mit den Stellen- 
zeigern 0, 1, bis Ar betrachtet, wobei po = ^o = 1 ist, dass derjenige Stellen- 
zeiger, bei welchem zuerst die grösste der zu diesen Coefficienten gehörigen 
Zahlen auftritt, fär beide Differentialgleichungen derselbe ist. Es werde nun 
in dem Systeme der zu den Coefficienten der Differentialgleichung (1.) ge- 
hörigen Zahlen 7rfl+m--a(a = 0, ...f») derjenige Stellenzeiger a, bei welchem 
zuerst die grösste dieser Zahlen auftritt, der charakteristische Index genannt. 
Unter Annahme der vorstehenden Bezeichnungen kann man dann folgende 
Sätze aussprechen (Abh. Bd. 74 No. 4 und 5): 

I. Wenn in der Differentialgleichung (1.) die Coefficienten po = l, 
Pi bis phj u>o Ä^O isty für x = a in endlicher Ordnung unendlich werden, 
und die Differentialgleichung wenigstens m — h linearunabhängige, reguläre 
Integrale haben soll, so müssen die übrigen Coefficienten für x=^a ebenfalls 
in endlicher Ordnung unendlich werden und der charakteristische Index ^h sein. 

Fflr den Fall h = ist dieser Satz unter anderer Form von Herrn 
Fuchs Bd. 68 dieses Journals S. 360 gegeben worden. Aus diesem Satze 
folgt nachstehender, den man auch einfach direct beweisen kann: 

34» 
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IL Wenn alle Coefficienten der Differentialgleichung (1.) in endlicher 
Ordnung für x =^ a unendlich toerden und der charakteristische Index gleich h 
ist, so kann die Differentialgleichung höchstens m—h linearunabhdngige, reguläre 
Integrale haben. 

Ist der charakteristische Index gleich Null, so hat die Differentialglei- 
chung auch so viele linearunabhangige, reguläre Integrale, als die Ordnung 
beträgt, nach einem Satze, den Herr Fuchs Bd. 66, S. 148 dieses Journals 
bewiesen hat. Wenn dagegen dieser Index h^O ist, so hat nach dem in 
der Abhandlung Bd. 74, No. 6 Angegebenen die Differentialgleichung zwar 
im Allgemeinen m — h linearunabhängige, reguläre Integrale; jedoch kommen 
auch Ausnahmen vor. Man erhält aus der Differentialgleichung für y for- 
melle Entwickelungen , von denen diejenigen, welche convergiren, die ge- 
suchten Integrale liefern. Um solche Differentialgleichungen herzustellen, die 
Ausnahmen bilden, ist daselbst (No. 7) der Zusammenhang einer nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung 

(6.) ^+PL^^+-+p.^y+g= Y+g = 

mit einer homogenen, deren Ordnung um eine Einheit höher ist, angewandt 
worden, den Herr Fuchs (Bd. 68, S. 368 dieses Journals) gebraucht hat, 
welcher Zusammenhang durch die Gleichung 

dargestellt wird. Diese geht nach Division durch q in folgende über 

wo 

ist. Aus der Gleichung (7.) ergiebt sich 

(10.) Y ^ Cq, 

wo C eine willkQrliche Constante ist. Ein Integral der Gleichung (6.) oder 
der Gleichung 

(11.) y = 

genügt der Gleichung (8.) und umgekehrt ein Integral y der letzleren ent- 
weder der Gleichung (11.), oder — -^ der Gleichung (6.). Ist -^~ in der 
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Umgebung von x = a einwerthig, so haben die Coefficienten der homogenen 
Gleichung (8.) in der Umgebung von x = a dieselbe Beschaffenheit. Die 
oben genannten Ausnahmen wurden zunächst fflr eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung der Form (8.) gebildet, mit Hülfe der Differentialgleichungen 
erster Ordnung (6.) und (ll.)? ^i^ inan direct behandeln kann, und dann för 
eine Differentialgleichung m^^^ Ordnung verallgemeinert. Der Zusammenhang 
zwischen der nicht homogenen Differentialgleichung (6.) Y+q = und der 
homogenen (8.) kommt darauf hinaus, dass die nicht homogene Differential- 
gleichung (10.) Y=Cq erste Integralgleichung zu (8.) ist; sie ist von einer 
um eine Einheit niedrigeren Ordnung, enthält eine willkürliche Constante C 
und hat dieselben Integrale wie (8.). Wenn man umgekehrt von der homo- 
genen Differentialgleichung (8.) zu der Differentialgleichung (10.) als ersten 
Integralgleichung übergehen und dazu aus den m-f- 1 Gleichungen (9.) die 

Grössen j»« und ,^ bestimmen wollte, so würde man nach Elimination der 

m Grössen p^ zu einer nicht linearen Differentialgleichung für .^^ gelangen. 

Es bestehen nun aber in Bezug auf die Bildung der ersten Integral- 
gleichung einer beliebigen linearen Differentialgleichung folgende Eigenschaften 
der letzteren: 

Bei einer homogenen linearen Differentialgleichung kann man eine erste 
Integralgleichung, eine Gleichung, welche die Form hat: homogener linearer 
Differentialquotientenausdruck von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung 
gleich einer willkürlichen Constanten, und die dieselben Integrale, wie die ur- 
sprüngliche enthält, direct mit Hülfe der linearunabhängigen Integrale der 
ursprünglichen bilden. Alsdann ist die Form des integrirenden Factors der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung sowohl durch die genannten particulären Inte- 
grale, als durch die Coefficienten der beiden Gleichungen bestimmt. Der integri- 
rende Factor genügt aber einer homogenen linearen Differentialgleichung. Die 
Bildung der ersten Integralgleichung einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung kommt auf das bei einer homogenen anzuwendende Verfahren zurück. 

Dies zu entwickeln wird Gegenstand der No. 2 dieser Abhandlung 
sein. Die lineare Differentialgleichung für den integrirenden Factor ist durch 
ein anderes Verfahren ursprunglich von Lagrange in den Miscellanea Tauri- 
nensia T. HI. abgeleitet worden, worüber No. 3 handelt. 

Diese Eigenschaften der linearen Differentialgleichung in Verbindung 
mit den früheren Resultaten werden zur weiteren Untersuchung der regulären 



270 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

Integrale der Differentialgleichung (1.) benutzt werden. Speciell wird (No. 5) 
der Fall behandelt y wo der charakteristische Index gleich i ist, und wo die 
Differentialgleichung m— 1 linearunabhängige reguläre Integrale haben soll. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierfür ergiebt sich in der Con- 

OD 

eergenz einer Reihe eon der Form {x—af^c^^X'-aY^ deren Exponent r 

und deren Coefficienten bestimmt sind, und man erhält, wenn diese Reihe con-- 
vergirt, eine homogene, lineare Differentialgleichung (m— l)*««* Ordnung, die 
die gesuchten Integrale liefert. 

2. 

Um die in No. 1 angedeuteten Untersuchungen allgemein zu halten, 
seien die Coefficienten der homogenen linearen Differentialgleichung 

(1.) -^+p.^.+-'+p^y = m = 

als beliebige endliche und stetige Functionen von x vorausgesetzt. Es seien 
ferner die m linearunabhängigen, particulären Integrale dieser Differential- 
gleichung auf die Form 

(2.) yi = f>n yi — f>ijf>idx, . . . y^==f)ijdxv2/dxf>i...jv^dx 

gebracht. Man kann nun mit Hülfe der angegebenen Ausdrücke der parti- 
culären Integrale eine homogene lineare Differentialgleichung (m— l)*®«* Ord- 
nung bilden, der j^i, y2^ bis j^^i-i genügen. Hierzu hat man den Zusammen- 
hang zu benutzen, der zwischen den Differentialgleichungen (1.) und (4.) in 

No. 1 durch die Substitution yi/zdx gegeben ist. Sind die Coefficienten q 

gegeben, so bestimmt man aus den Gleichungen (5.) daselbst pi bis p^.i ein- 
deutig, und, wenn j^i in (1.) eingesetzt wird, auchp^^ so dass die Differential- 
gleichung (1.) die Integrale yi und yi/zdx hat. Man geht nun von der 

Gleichung —~^+&r,^i = aus, wo & = j^ gesetzt ist, macht 

diese zur Gleichung (4.) in No. 1 und bildet mittels des angegebenen Zu- 
sammenhanges eine homogene lineare Differentialgleichang zweiter Ordnung, 

der f>M_2 und f>m-2/f>m^tdx genügen, und hat so fortzufahren, bis man die ho- 
mogene lineare Differentialgleichung {m—\y^^ Ordnung erhalten hat, der yg 
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bis y^^i genügen. Es sei diese Differentialgleichung 

(3.) ^+hi^+-"+L-^y=ny) = 0. 

Wenn man nun in f{y) y^ einsetzt und das Resultat durch L bezeichnet, so 
kann man aus der Differentialgleichung 

(4.) ^4+^-5^rf-+-+/«-.y = L 

die Grösse L sofort bestimmen. 

Setzt man in (4.) y« = Ci/wrfa?, so erhält man 

wo der Gleichung 
die Integrale 

genägen. Man setze dann ti = t?2 //«fo; und reducire weiter, so erhält mau 
schliesslich 

(o.j t?it?2« • • !?„, = Li, 

Stellt man demnach die Gleichung 

auf, wo c^ eine willkarliche Constante ist, so ist das vollständige Integral 
derselben gleich y + c^y^^ wenn y das vollständige Integral der Gleichung (3.) 
ist. Wenn also C| bis c^., noch m — l willkürliche Constanten bedeuten, so 
ist das vollständige Integral der Gleichung (6.) gleich Ciy^ + C2y2+'" + c„y^ 
dasselbe, wie das der Gleichung (1.). Die Gleichung (6.) ist demnach erste 
Integralgleichung zu (1.). Bringt man nun (6.) auf die Form 

(7.) I-'A» = c„, 
SO erhält man hieraus -7-L~^ f[y) =^0. Demnach ist 

(8.) L.^L-^fiy) = 

eine homogene, lineare Differentialgleichung mf-^^ Ordnung, in der der 
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Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1 ist und die dieselben Integrale hat 
wie (1.). Sie kann demnach in den Coefficient^ nicht von (1.) verschieden 
sein, indem sonst die Differenz der beiden Gleichungen, eine homogene lineare 
Differentialgleichung von niedriger als der m^^^ Ordnung, m linearun abhan- 
gige Integrale hätte. Man hat also für jede beliebige Function y 

(9.) r^I-'A») = I-'F(j,), 

und es ist demnach L~* integrirender Factor zu F(y). 

Setzt man in Gleichung (9.) L~^ = M, so dient die identische Glei- 
chung (9.) zur Definition des integrirenden Multiplicators M von F(y)^ und 
wenn man nun die Coefficienten der Differentialquotienten der nämlichen Ord- 
nung auf beiden Seiten gleich setzt, so erhält man, wenn A) = I g^~ 
nommen wird: 

(10.) ^iMl,) + Ml,^, = Mp,^, (a = 0,...m-2), ^(J|f/_0=%.. 

Aus diesen Gleichungen kann man successive die Grössen Ml^ eliminiren und 
erhält 

eine homogene, lineare Differentialgleichung, der der integrirende Multipli- 
cator genagt. 

Ist umgekehrt M ein Integral der Gleichung (ll.)? und bestimmt man 
aus den m— 1 ersten Gleichungen (10.) successive die Grössen /i bis /^.i, so 
ist auch die letzte Gleichung (10.) erfüllt. Demnach findet die Gleichung (9.), 
wenn L"^ = M gesetzt ist, für jede Function y statt, und L""* ist integrirender 
Factor von F{y). Die erste Integralgleichung zu F(y) = nimmt die Form 
f{y)^c^l' Bn, wo c^ eine willkürliche Constante ist. Setzt man dann die 
m — 1 particulären Integrale der Gleichung f{y)=zO unter der Form r,, 

Vi/eidx, ... f>^jdxf>2...Jf>,^ydx voraus, so kann man dem m^" Integrale 

der Gleichung (1.) die Form c^vjdxf)2**jt^dx geben, und dann wird 

L = ViVi...v„ und 

(12.) M = («>i«>2...0""'. 

Ferner ergiebt sich aus der ersten der Gleichungen (10.) 

(13.) M = eJ^'-''^'^ 
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Die Differentialgleichung (11.) für den integrirenden Factor hat durch ein 
anderes Verfahren Lagrange in den Miscellanea Taurinensia, T. III. abgeleitet, 
worüber die nächste Nummer handelt. Sie ergiebt sich direct aus der be- 
kannten Bedingungsgleichung för die Integrabilitat des Ausdruckes (p{xyyyyi^...yj)^ 
dy rfy«-f . ^ 

d(p d (drf\ d' /dg>\ . ..^ rf- /" dfp\ _ ^ 

wenn man cp = MF{y) setzt. 

Die beiden Ausdrücke för den integrirenden Factor (12.) und (13.) 

(«>ir2...0"^ = ^ "''^*'' lassen sich einer aus dem anderen herleiten, wenn 
man die Darstellung von pi, bezüglich l^ durch die Grössen «i, «2, ... €>»» 
benutzt, die ursprünglich D'Alembert in den Miscellanea Taurineusia T. III., 
p. 382, später Libri Bd. 10, S. 190 dieses Journals und Herr Fuchs Bd. 66, 
S. 131 dieses Journals mit Hülfe der ersten der Gleichungen (5.) der vorigen 

Nummer pi = qi — m — ^^ abgeleitet haben. Es ergiebt sich 

= jn ^^^S^i (tn i ) ^^Qg^i dlogv^ 

P^ dx ^ ^ dx dx 

Also wird e"^''' "" = rf . r?"\ . . r« und entsprechend c"^'*'' = rr*"*- ^2"^* • • «'m-i 

und demnach e^^' *.c"^* ' = (^i<'2...0"*' 

Ist die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

(14.) F{y) + q = 

vorgelegt und multiplicirt man sie mit M, welches durch (11.) bestimmt ist, 
so erhält man 

(15.) M{Fiy) + q) = -^\Mr{yH/Mqdx\=0 

und daraus 

Mf(y) + /Mqdx = Const. 

Man kann nun den Inhalt dieser Nummer in folgender Weise zusammenfassen: 
Die m linearunahhängigen Integrale der Differentialgleichung 
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seien auf die Form yi = ri, yi^^^xj^idx, ... y^=^eijdxf)2j dxvz,.jv^dx 
gebracht. Mittek der Ausdrücke der w— 1 ersten Integrale wird die Gleichung 

gebildet^ der yi bis y^_i genügen.. Alsdann ist 

WO c^ eine willkürliche Constante bedeutet^ erste Integralgleichung zur Glei- 
chung F{y) = 0. 

ist die Form des integrirenden Factors £u F(y) ; dieser Factor ist andererseits 

gleich e^^'"''^*'"' und durch die homogene y lineare Differentialgleichung (11.) 
bestimmt. 



3. 
Die homogene, lineare Differentialgleichung für den integrirenden 
Multiplicator M der linearen Differentialgleichung 

(1.) -S-+/'.-£^+-+/'-y+9 = 

ist, wie in der vorigen Nummer angegeben, von Lagrange in den Miscellanea 
Taurinensia T. III., p. 170 durch ein Verfahren hergeleitet Worden, welches 
nachstehend kurz dargestellt werden soll. 

Man multiplicire die Gleichung (1.) mit Mdxy wo M eine noch un- 
bestimmte Function von x ist, und führe in allen Gliedern die Integration nach 
Theilen aus, so erhält man 

Jp^yMdx ^ Jp^MydXy 

In dem Resultate setze man 

(2.) ^-^=S&^+-+(-l)>.^ = 0; 



Thom6, iur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 275 

man findet alsdann 

Die Gleichung (3.) ist also erste Integralgleichung zu (1.), und der integrirende 
Multiplicator zu (1.) wird durch A\h Gleichung (2.) bestimmt. 

Wenn man in gleicher Weise die lineare Differentialgleichung be« 
stimmen will, der der integrirende Factor der Gleichung (2.) genügt, so findet 
sich, dass diese die ursprüngliche (1.) ohne den von y unabhängigen Theil 
q ist. Denn multiplicirt man (2.) mit ydx und integrirt nach Theilen, so 
erhalt man: 

Jp^Mydx =Jp^Mydx, 

Wenn demnach für y die Gleichung (l.)? worin ^ = gesetzt ist, besteht, so* 
findet man für M die Gleichung 



4. 

Es seien nun die Coefficienten der Differentialgleicbong 

(1.) ^+P.£^+-+»'.» = 

in der Umgebung des Punktes x = a einwerthige analytische Functionen und 
so beschaffen, dass sie in der Entwickelung Potenzen von (a?— «)"* in end- 
licher Anzahl enthalten. Hat man zu dieser Gleichung eine erste Integral- 
gleichung 

(2.) ^+/i-^+-+^-.y = C.I, 

wo c« eine willkfirliche Constante ist, so bestehen nach No. 2 (10.) die Re- 

35* 
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lationen, wenn /^=1 ist: 

oder 

L""* = ^f genügt der Differentialgleichung 

(5.) ^-iC^.ia+...+(-i)>.if = 0. 

Und umgekehrt führt ein Integral dieser Gleichung zur Gleichung (2.) als 
ersten Integralgleichung von (1.)* 

Wenn der Gleichung (5.) ein solches Integral 3f = Z»""* genügt, dass 

— ^ — in der Umgebung von x = a einwerthig ist und Potenzen von (x— a)"* 

, in endlicher Anzahl enthält, so ergeben die m— 1 ersten Gleichungen (4.)9 
dass die Coefficienten 4 dieselbe Beschaffenheit haben. Wir wollen alsdann 
bei den Coefficienten /^ und p^ die zu denselben gehörigen Zahlen (No. 1) 
vergleichen, wozu die Gleichungen (4.) dienen. 

Ist erstens — ^ — in nicht höherer als der ersten Ordnung für x=a 

unendlich, so ergiebt sich aus (4.), dass der charakteristische Index des Systems 
der zu den Coefficienten 4 gehörigen Zahlen derselbe ist für das System der 

zu pa gehörigen Zahlen. Ist dagegen — ^ *^ höherer als der ersten, aber 

endlicher Ordnung, für x = a unendlich und der charakteristische Index bei 
den Coefficienten l^ glßich A— 1, so ist derselbe bei den Coefficienten /?« 

gleich h. 
' Der charakteristische Index in der Differentialgleichung des integrie- 

renden Factors (5.) ist derselbe, wie in der ursprünglichen Differenticdgleichung. 
Es sei nun der charakteristische Index bei Gleichung (1.) A>>0, dem- 
nach auch bei (5.), so haben diese Differentialgleichungen nach No. 1, Satz IL 
höchstens m—h linearunabhängige reguläre Integrale. Wenn der Gleichung (5.) 

ein Integral M genfigt, so dass — -^ — für x = a höchstens von der ersten 

Ordnung unendlich wird, so hat M die Form {x—oYip^x)^ wo y (a?) nur Potenzen 
von x—a mit positiven Exponenten enthält, (p{a) von Null verschieden ist, und 
dann hat M"^ = L dieselbe Beschaffenheit. Diese Form von L lässt es zn- 
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nächst unbestimmt, ob der Gleichung (2.) etwa für einen von Null verschie- 
denen Werth von c« ein reguläres Integral von (1.) genflgt. Wenn dagegen 

der Gleichung (5.) ein solches Integral genügt j dass — ^~ — in höherer ^ als 

der ersten, aber in endlicher Ordnung für x = a unendlich wird, so wird M 

OD * 

gleich e"'{x—ay2:Ca{x—a)% wo v> die Form £c^^{x—aY^ ^^' J^''^=^L 

wird also gleich {x—aY''(p{x)^ wo die in der Umgebung eon x==a einwer- 
thige Function ip [x) in der Entwickelung unendlich eiele Potenzen von {x—a)"^ 
enthält. Der Differentialgleichung (2.) kann daher für keinen eon Null rer- 
schiedenen Werth von c^ ein reguläres Integral der Gleichung (1.) genügen. 
(Vgl. Al)h. Bd. 74, No. 1, Gleicliung (5.).) Wenn in diesem Falle also die 
Gleichung (1.) überhaupt solche Integrale hat, so müssen diese auch der 
Gleichung 

genügen, bei welcher die Ordnung, und nach dem Vorhergehenden auch der 
charakteristische Index um eine Einheit niedriger als bei (1.) ist. Diese bleibt 
alsdann weiter zu bebandeln. 

5. 
Nach der in den Nummern 2 und 4 entwickelten Methode sollen jetzt 
die Bedingungen aufgesucht werden, damit die Differentialgleichung 

deren Coeffidenten in der Umgebung von x = a einwerthig sind, und wo pa 
eine endliche Anzahl Potenzen von {x—a)"^ enthalten soll, genau m -1 linear^ 
unabhängige, reguläre Integrale habe. Nach dem in No. 1 Angegebenen ist 
hierzu zunächst nothwendig, dass die übrigen Coeffidenten ebenfalls in end- 
licher Ordnung für x = a unendlich werden und der charakteristische Index 
gleich 1 sei. Diese Bedingungen seien also erfüllt. 

Wenn alsdann die Gleichung (1.) m—i linearunabhängige, reguläre 
Integrale hat, so kann man diesen nach No. 6 der Abhandlung Bd. 74 dieses 

Journals die Form geben yi = «>i, ^2 = T>i/v2dx, . . . g^^\^f>vjdxvi...jv,^idx^ 

Vi=^{x'-ay'(pi{x\ ra = (ir— «)'**"■''*-*"** 9^«(a^X a = (2,...m— 1), wo if^ix) in der 
Umgebung von x==a einwerthig ist und nur Potenzen von x—a mit posi- 
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tiven Exponenten enthält, V^a{^) von Null verschieden ist. Bildet man non 
nach dem Verfahren von No. 2 die Gleichung 

der diese Integrale genügen, so werden deren Coefficienten 4 in der Umgebung 
von x=:=a einwerthig und für x = a in endlicher Ordnung unendlich. Der 
charakteristische Index dieser Gleichung ist (No. 1, Satz I.) gleich Null. Das 

letzte Integral der Gleichung (1.) nimmt die Form ym=^i/dxf)2''./emäx an, 
wo — ^r^ ^^ ^^^ Umgebung von x==a einwerthig und in endlicher, aber 

höherer als der ersten Ordnung für o; = a^ unendlich ist. Man erhält als 
erste Integralgleichung zu (1.) nach No. 2 Gleichung (6.) 

wo c« eine willkürliche Constante ist. (ei«}...«.)'' nach Gleichung (13.) in 
No.2 =</*'"'■""= if genügt der Gleichung 

Jeder der beiden Ausdrücke (ci «2 . . . O""* ^^^ ^i-'«)*'' ergiebt, dass dieser 
Werth von M die Form hat: e"'(ar-a)'^J:c«(ar-a)% ic = JS c_. (a: - a)-*. 

Aus der gemachten Voraussetzung folgt also, dass die Differentialgleichung des 
integrirenden Factors (4.) ein Integral von der angegebenen Form hat. 

Hat umgekehrt die Gleichung (4.), deren charakteristischer Index eben- 
falls 1 ist, ein Integral M^L"^ dieser Form und bildet man mit demselben 
nach der vorigen Nummer die dortige Gleichung (2.), als erste Integral- 
gleichung zu Gleichung (1.), so kann diese nur für c^ = die regulären 
Integrale von (1.) enthalten. Diese Gleichung (6.) der vorigen Nummer hat 
aber dem dort Angegebenen gemäss den charakteristischen Index Null und enthält 
daher nach dem in No. 1 angegebenen Satze des Herrn Fuchs soviel linear- 
unabhängige reguläre Integrale, als die Ordnung beträgt, nämlich m — 1. Man 
erhält also dadurch eine homogene lineare Differentialgleichung (m — 1)^^ 
Ordnung, deren Integrale die regulären Integrale der Gleichung (1.) sind. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die f^erlangte Eigen- 
schaft der Differentialgleichung (1.) besteht also darin, dass die Differential- 
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gleichung des integrirenden Factors (4.), deren charakteristischer Index gleich 1 

isty ein Integral der Form e'^{x—dy 2c^{x—a)^^ w == 2c^^{x—aY^ hat. 

Man kann nun den Ausdruck dieses Integrales weiter bestimmen. 
Zunächst sieht man, dass die Gleichung (4.) überhaupt nur ein Integral dieser 
Gestalt haben kann. Denn dasselbe führt zu der Gleichung (6.) der vorigen 

Nummer und ist demnach gleich e^^*" '^ "". Die Coefficienten 4 sind aber hier 
dadurch bestimmt, dass diese Gleichung (6.) die m—\ linearunabhängigen 
regulären Integrale von (1.) liefert und dieselben nur einer einzigen homogenen 
linearen Differentialgleichung dieser Ordnung genägen können (vgl. Nr. 2, (8.)). 

Es ist ferner der Coefficient von (a? — «)"* in /i bekannt. 

Wenn nämlich in Gleichung (1.) der charakteristische Index überhaupt 
gleich h wäre, so würden nach der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals Nr. 6, 
die Exponenten der linearunabhängigen regulären Integrale, deren die Diffe- 
rentialgleichung höchstens m — h haben kann, Wurzeln der Gleichung 

r(r-l)...(r-(m-Ä) + l) + r(r-l)-.(r-~(m~Ä) + 2)r^^(a:-.a)l +... 

sein. Hat die Differentialgleichung nun in der That m—h linearunabhängige 
reguläre Integrale, so kann man für diese eine homogene, lineare Differential- 
gleichung (i7}*-A)^^^ Ordnung bilden, und wenn deren Coefficienten durch a« 
bezeichnet werden, so ist die Gleichung, welche die Exponenten bestimmt: 

r(r-l)...(r~(m-Ä) + l) + r(r-l)...(r-(m-Ä)+2)[ax(a:-a)],=„+... 

Und zwar werden die Exponenten in beiden Fällen dadurch gegeben, dass 
man die Integrale in der Form 

aufstellt, wo f:>i = {x—ay'ipi{x\ «« = (^"-«^"""'^•""^"'yaC^)? (a = 2,...m— ä) ist, 
die Grössen 9) in der Umgebung von x = a einwerthig sind und nur Potenzen 
von X'-a mit positiven Exponenten enthalten, (p^ (a) von Null verschieden 
ist. Die Exponenten werden dann fi, r^, ... r«».^^ und die Wurzeln der beiden 
vorstehenden Gleichungen sind dieselben. Hieraus erhält man 

[^(x-a)] _ =[a,(x-a)L=„, ... [£^(x-a)-*] _ = [a._* (ar-a)- V«. 



Ph Jx=a "-Pä 



'x=a 
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In dem hier betrachteten Falle muss also — (a? — a) = [h{^-'o)]x=a sein. 

Das vorhin untersuchte Integral M muss also die Form e^'^'^^'^x—ay^c^^x—aY 

haben, wo r den Werth — 1 — (a? — aj 1 hat und a, von Null verschieden ist. 

Setzt man demnach in Gleichung (4.) M = e-^^'^'' N und bildet die ho- 
mogene lineare Differentiaigleichung für N, so kann dieser nur ein einziges 

OD 

Integral der Form {x—ayScJ^x — aY genügen, und in diesem muss 
r = — l^-^ {x — a)\ y c^ eon Null verschieden sein. Die Existenz dieses In- 



*x—a 



tegrales ist für die Erfüllung der an die Differentialgleichung (1.) gestellten 
Forderung nothwendig und hinreichend. 

Wir wollen nun die Differentialgleichung für N untersuchen, um die 
Entwickelung des hier betrachteten Integrals N nach No. 8 der Abhandlung 

Bd, 74 dieses Journals zu ermitteln. Es wird also in Gleichung (4.) M=e'^^''^''N 

eingesetzt und schliesslich durch e^ dividirt. Setzt man 



5r/''^ = ^/'''"'. = -- = /'''''.. 



80 erhält man 



M M t dt . Ä t dt. . . , dtft^i 



dx 



Wird dann in 



rr-i 



In — jZT lf^r+ *J Jw— 1 ln^r+ k 



dar 



daf' 



dxr-^ 



<_. + - + M,.r 



fftr t^r eingesetzt p,/^(,+,)4- -^«.-(r+o, so ergiebt sich: 



<.= 



d'+i 



J^gf+l '«-(r+l) + *l 



^^'«-(r+l)+ »2 

dp, 



+r 



dx 



+ *iPi 



d'-' 



jIjJ— 1 '•-{r+I)+ *3 

rCr-1) d'p. 



■^ 1.2 <fa* 



rr-2 



^^'»-(r+l)-^- 



Hier findet man aus dem ersten und letzten Glied jedes Goefficienten unter 




Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 281 

Berücksichtigung, dass die Ordnung n^^ in der j^i fär x = a unendlich wird, 
grösser als 1 ist, schliesslich dass /. einen Ausdruck von der Form erhält: 

wo in jeder Klammer auf das erste Glied solche folgen, die fär ar = a in 
niedrigerer Ordnung unendlich werden als das erste. 

Wenn nun in Gleichung (4.) M = e-'^' ^N eingesetzt und durch e-'^' ^ 
dividirt wird, so giebt die Summe der beiden Anfangsglieder 

(to*«— 1 \ dx y 

dN 
Dieser Ausdruck geht aus (5.) hervor, wenn man dort « = «1— 1, ^ = "7ir" 

setzt. Der folgende Summand aus (4.) 

liefert zu jeder Klammer in dem letzten Ausdrucke Glieder, die für x = a 
von niedrigerer Ordnung unendlich werden als das erste, und fügt zu dem 
ganzen Ausdrucke noch den weiteren Summanden hinzu +\pT'^'^p2+'"\N^ wo 
hier in der Klammer die folgenden Glieder für x = a von niedrigerer Ord- 
nung als (fw — 2)711+^1+1 unendlich werden. Treten nun noch die übrigen 
Summanden aus Gleichung (4.) hinzu, so ergiebt sich, dass die Gleichung 
für N die Form hat: 

wo in jeder Klammer ausser der letzten auf das erste Glied solche folgen, 
die für x = a von niederer Ordnung als das erste unendlich werden; in der 
letzten solche, die für x = a von niederer Ordnung als {m—2)7ti+ni-\'i un- 
endlich werden. Daraus folgt, dass der charakteristische Index bei dieser 
Differentialgleichung gleich m—i ist. 

Die Differentialgleichung (6.) liefert daher nach No. 6 und 8 der Ab-- 
handlung Bd. 74 dieses Journals überhaupt nur eine einzige formelle Entwickelung 
für N von der Gestalt {x—ay2Cf^{x—a)% und zwar ist in dieser 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 36 
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r=— 1— (x— a) , Co von Null verschieden und die Coefficienten c^ sind 

vollständig bestimmt. 

Die Convergenz dieser Entwickelung ist also die nothwendige und hin^ 
reichende Bedingung für die geforderte Eigenschaft der Differentialgleichung (1.). 

Sind die Coefficienten der Gleichung (1.) rational, so werden die von 
(6.) ebenfalls rational, und man erhalt für die Recursionsformel der Coeffi- 
cienten c^ eine solche, die eine constante Anzahl derselben enthält. 

6. 
In der vorigen Nummer ist der Fall behandelt worden, wo die Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung 

(1-) -ä^+Pi-^-i--+p<^y = 

in der Umgebung von x = a einwerthig und ffir x = a in endlicher Ordnung 
unendlich sind, und wo der charakteristische Index gleich 1 ist; und es ist die 
nothw endige und hinreichende Bedingung ermittelt worden, damit die Diffe- 
rentialgleichung genau m—1 linearunabhängige reguläre Integrale habe. 

Es sei jetzt der charakteristische Index ä>1. 

Man kann hier wiederum die Methode, die in No. 4 entwickelt ist, 
anzuwenden suchen und zusehen, ob man der Differentialgleichung des inte- 

grirenden Factors durch einen Ausdruck M^^e'^^x—aY 2 cJ^x—aY^ u)=2c_J^x—aY^ 

genügen kann^ wodurch, wie in No. 4 auseinandergesetzt, die Untersuchung 
auf eine homogene lineare Differentialgleichung zurfickgefuhrt wird, deren 
Ordnung und charakteristischer Index um eine Einheit niedriger sind. Lässt 
sich dieses Verfahren h mal nach einander anwenden, so kommt man auf eine 
homogene lineare Differentialgleichung (m— A)^^ Ordnung mit dem charakte- 
ristischen Index Null, die die regulären Integrale der ursprünglichen giebt. 

Wenn nun ein Integral M der angegebenen Form der Differential- 
gleichung des integrirenden Factors genügt, und man nach No. 4 die dortige 
Gleichung (6.) bildet, so ist der charakteristische Index bei den Coefficienten 
/« derselben gleich h—\. Man bezeichne die Ordnung, in der der Coefficient /« für 
x=a unendlich wird, durch X^^ während ti^, wie früher, die Ordnung bedeutet, in 
der fa unendlich wird. Alsdann ergiebt sich aus der Gleichung ((4.) in No. 4) 

dfc-i , . dlogJf , . 
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dass nh^X},^i-\-n+\ sein muss. Es ist aber ilÄ_i>>Ä— 1, da der charak- 
teristische Index bei den Coefficienlen 4 gleich A— 1>>0 ist; daher muss 
^A>A+« sein, und da n wenigstens gleich 1 ist, so muss tf^^A+I sein. 

Wenn die vorhin angegebene Reduction h mal nach einander möglich 
sein soll, so muss nj,'^2h sein. 

Es sei also tt^^ >ä+ !• Dann kann n die Werthe von 1 bis ti^^—ä — 1 

annehmen. Nun wird — -^ — ~"rf^"*'^(^)' ^^ ^(^X ^^ ^^^ Umgebung von 
x = a einwerthig, fflr x^a höchstens in der' ersten Ordnung unendlich wird. 
Man hat dann zuerst den Theil -^ aus den Gleichungen (4.) in No. 4 nach 
Elimination der Grössen /« zu bestimmen. Diese Gleichungen nehmen, wenn 
— ^ — = j5 gesetzt wird, die Form an : 



(2.) 



jt?j — Ä = /i, pa ^""^«-i^^r^^ (a = 2, .. . m — 1), 



Eliminirt man hier aus den h ersten Gleichung'en successive die Grössen li, 
li bis /a-1, so bleibt rechts Ih stehen. Es muss aber Ih ^ Kv + 1 = ^a — » 
sein; setzt man daher in diese Endgleichung für & seinen Ausdruck, so müssen 
auf der linken Seite die Coefficienten der Potenzen von (a?— a)""^ von der 
höchsten herab bis zur {nj.—n+XY^^ gleich Null sein. In dieser Gleichung 
kommt aber aus ph die Potenz {x—a)"'^^ vor; man erhält daher auf die 
angegebene Weise wenigstens n Gleichungen, aus welchen die n ersten 
Coefficienten c.^ in z zu bestimmen sind. Hat man auf diese Weise ermittelt, 
welche Werthe w annehmen kann, so ist M^e'^N zu setzen und, wie in 
der vorigen Nummer, die lineare homogene Differentialgleichung fflr N auf- 
zustellen und bei dieser zuzusehen, ob dieselbe ein Integral der Form 

{x — ay2!c^{x—aY liefert. Hierzu kommt es auf die Convergenz einer 

formellen Entwickelung an, die man nach No. 8 der Abhandlung Bd. 74 dieses 
Jonmals bildet. 

7. 
Das in den No. 2 und 4 angegebene Verfahren kann man dazu benutzen, 
um allgemein solche Differentialgleichungen 

36» 
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deren Coefficienten in der Umgebung von x = a einwerthig und für x=^a 
in endlicher Ordnung unendlich sind, zu bilden^ bei denen der charakteristische 
Index Ä > ist, wo aber die Anzahl der linearunabhängigen regulären Inte- 
grale, die höchstens m — h betragen kann, eon bis m—h variirt. 

Hierzu dient einerseits aus No. 2 die folgende Beziehung: 

Wenn 

Hl = ^h Vi = ^ij^2 dx, ... y^_i = eJdxe2 • J^n^i dx 
die Integrale der Gleichung 

(2-) :£lr+A^+-+/.-iy = fiy) = 

sind und man die Gleichung 

(3.) rf^ + 'i-£ji4+--- + ^--iy = c„<'i<'2 ... <?«-iü. = c^L, 
wo c^ eine willkürliche Constante ist, bildet und aus dieser die homogene 

(4.) ^+rt»)^!^ = o, 

so haben (3.) und (4.) zu Integralen yi, ^2, . . . y— n Vm = ^xfdxf>2..Jfo^dx. 

Andererseits benutzen wir aus No. 4 das Resultat: 
Wenn in Gleichung (2.) der vorliegenden Nummer die Coefficienten 
in der Umgebung von x^a einwerthig und für x = a in endlicher Ordnung 

unendlich sind und — ~ — ebenso beschaffen ist, so findet dasselbe für die 

Coefficienten der Gleichung (4.) statt. Ist dann — -^ — höchstens in der ersten 
Ordnung fflr (r = a unendlich, so bleibt der charakteristische Index in (2.) 
und (4,) derselbe; ist — %- — in höherer als der ersten Ordnung fflr x = a 

unendlich, so ist der charakteristische Index in (4.) um eine Einheit höher 

«In In (2.). 

Es kommt dann zu dem angegebenen Zwecke auf eine passende Wahl 

der (trösson r an, um durch successive Anwendung des Zusammenhanges von 

(2.) und (4.) eine Differentialgleichung der verlangten Eigenschaft zu erhalten. 

Man sieht nun zunAchst, dass man auf die Herstellung solcher Diffe- 

renllalglolchungon zurückgeführt wird, deren charakteristischer Index kleiner 

itln die Ordnung ist, die aber keine regulären Integrale haben. Denn wenn 
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die Gleichung (1.) s linearunabhangige reguläre Integrale hat, so nehmen diese 
die Form y^ = ri = (a; — a^' y j (x) , j/2 = f^i/f^2dxy . . ., y, = f)i/dxt>2"-/esdx 

an, <?a = (^— fif)'^* ""*"*"" Va(^) (<^ = 2,...«), wo die in der Umgebung von x = a 
einwerthigen Functionen (p nur Potenzen von x—a mit positiven Exponenten 

enthalten. Reducirt man nun durch die Substitution j^ = 2/1 Ac^or^ und setzt 

dies Verfahren fort, so bleibt der charakteristische Index ungeändert, bis man 
zu einer Differentialgleichung {m — sy^^ Ordnung gelangt, die keine regulären 
Integrale mehr hat. Und umgekehrt, geht man von letzterer aus und fOhrt 
durch das umgekehrte Verfahren successive die s Integrale ein, so enthält die 
Endgleichung, die denselben charakteristischen Index hat, keine weiteren. 

W^enn man ferner eine Differentialgleichung hat, deren charakteristischer 
Index gleich 1 ist, und die keine regulären Integrale hat, so kann man mit 
Hülfe dieser sofort eine solche bilden, deren charakteristischer Index h ist, 
und die keine derartigen Integrale besitzt. Denn wenn man die gegebene 
zur Gleichung (2.) dieser Nummer nimmt, für L in Gleichung (3.) einen Aus- 

druck der Form e'^Ca? — aX^Ca(a;— a)% «? = 2^ c_« (a; — a)"* einsetzt, so ent- 
halten (3.) und (4.) kein reguläres Integral, und der charakteristische Index 
ist in (4.) um eine Einheit höher. Dasselbe Verfahren kann man dann auf 
diese Gleichung anwenden. 

Es bleibt demnach übrig die Gleichung (1.) so zu bestimmen, dass der 
charakteristische Index gleich 1 ist und die Gleichung kein reguläres Integral 
bat. Dies kann man einfach in folgender Weise erreichen. Man nehme 

n 

<?i = e'^'^x — aY'fpi^x)^ w = ^c^a{^ — a)'% V2 = e'"^{x—ay'(p2(x)^ 

fj3 = (a:-a)"' 9)3(0?), . . . <?„ = (x- «)*''" y«(a?), 

wo die in der Umgebung von x = a einwerthigen Grössen (p nur Potenzen 
von x — a mit positiven Exponenten enthalten, (paia) von Null verschieden ist. 
Geht man dann von einer Gleichung erster Ordnung, der f?i* genügt, aus, 
so kann man durch successive Anwendung des Zusammenhanges der Glei- 
chung (2.) und (4.) schliesslich eine Gleichung m^^^ Ordnung herstellen mit 

den Integralen yi = <?i, y» = <?j/«2rf^^ ••• ym = ^i/dxv2.''/f^mdx. Der cha- 
rakteristische Index ist in der Gleichung erster Ordnung, derr^ genügt, gleich 1 und 
bleibt ungeändert. Nimmt man nun die Exponenten ctj, a^^ ... a^ ganzzahlig 
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und so, dass die Grössen f?2^ «'s? ••• ^m in der Entwickelung das Glied 
(x—a)"^ enthalten, so nehmen die Integrale die Form an 

yi = «n Va = «1 {y «1 + ya2 log (a?-a) + •.. + &« [log (x ~a)]*-'} (a = 2, ... m), 

wo die Grössen (p in der Umgebung von x = a einwerthig sind, k^ eine von 
Null verschiedene Constante ist. Demnach enthält irgend ein Ausdruck, der 
aus denselben linear mit constanten Coefficienten zusammengesetzt ist, als 
Coefficienten der höchsten Potenz des Logarithmus die Grösse f?i mit unendlich 
vielen Potenzen von {x—a}"^^ multiplicirt mit einem constanten Factor. Die 
Differentialgleichung hat also die verlangte Eigenschaft. 

Die Exponenten, zu denen die regulären Integrale der Differential- 
gleichung (1.) mit dem charakteristischen Index h gehören, sind nach No. 6 
der Abhandlung im Bd. 74 dieses Journals Wurzeln der Gleichung (m— ä)***^ 
Grades: 






In dem Falle, wo die Grössen Vi^ ©2, ... <?„» die Form {x—ay^c^ix—ay 

oder e'^{x-'aY2;ca{x-a)% w = Zc^^{x—ay haben, wo c^ von Null ver- 
schieden ist, sind alle Wurzeln dieser Gleichung durch die Exponenten a und 
die Zahlen n in den Grössen w bestimmt. 

Geht man nämlich von der Differentialgleichung (2.) zu der Differential- 
gleichung (4.), die der Gleichung (1.) gleichgesetzt ist, über mittels der Glei- 

chung (3.) und ist erstens L von der Form (a?— a)^-Zc^(a?— a)% wo c;, von 

Null verschieden ist, so bleibt in den Gleichungen (2.) und (4.) der charakte- 
ristische Index derselbe; er sei in (2.) gleich h. Die Gleichung, welche die 
Exponenten der regulären Integrale bestimmt und zur Differentialgleichung (2.) 
gehört, ist vom Grade m— 1— A und, wenn die Ordnungszahl, in der /« fOr 
x = a unendlich wird, durch l^ bezeichnet wird, folgende: 

g;j r(r~l)...(r-(m-l-Ä) + l)[/,(a^-a)U=a 

Nun ist (No. 4) 
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Es wird nj, = Xj, und 

Setzt man dies in das Gleichungspolynom von (5.) ein, so erhält man 

(7.) L jr(r-l)...(r~(m-l-Ä) + l)[/,(a:-a/Äj^_ + ... 

( •••+[C-i(a:~a/A+«-i-Äj^_||r-.(p+V+m--l-Ä)|. 

Zu den Wurzeln der Gleichung (6.) tritt also in Gleichung (5.) die Wurzel 
P+^Ä+^w — l— A hinzu, wo die positive ganze Zahl kf^ + m — i—h die grösste 
der zu den Coefficienten der Differentialgleichung (2.) gehörigen Zahlen ist. 

Hat zweitens L die Form e"'{x—ayjSCa{x—a)\ «? = -Zc_fl(a;— a)~% so dass 

der charakteristische Index in (4.) um eine Einheit höher als in (2.) ist, so 
bleibt die zu (2.) gehörende, die Exponenten bestimmende Gleichung dieselbe 
für (4.). Die grösste der zu den Coefficienten gehörigen Zahlen wird von 
Gleichung (2.) zu Gleichung (4.% wenn L sich in dem ersteren Falle befindet,* 
um 1 , in dem zweiten Falle nach No. 6 um n + i erhöht. Haben also die 
Grössen t? die angegebene Form, so werden die Wurzeln der Gleichung (5.) 
durch die Exponenten a in den Grössen t? und die Ordnungszahlen n in den 
Grössen w bestimmt, wenn man die Differentialgleichung (1.) durch successive 
Anwendung des Zusammenhanges von (2.) und (4.) bildet. 

8. 
Die in den vorhergehenden Nummern enthaltenen Ausführungen der 
in No. 2 und 4 entwickelten Methode beruhten auf der Anwendung eines 
solchen Integrales 3f = (ri<?2...0'~* d®r Differentialgleichung des integrirenden 

Factors, bei welchem — -^ — in der Umgebung von x=a einwerthig und für 

a; = a in endlicher Ordnung unendlich ist. Es ist nun zunächst die allgemeine 
Form von M und von den Grössen r in der Umgebung von a; = o zu be- 
trächten. Eine Differentialgleichung der Form (1.) in No. 1 hat immer ein In- 
tegral {x—ay(p(x)^ wo q){x) in der Umgebung von x=:a einwerthig und abgesehen 
von dem Punkt a?=a stetig ist. Hierbei ist, wenn (p{x) in der Entwickelung un- 
endlich viele Potenzen von {x—a)^^ enthält, die Möglichkeit zu berücksichtigen, 
dass diese Function in unbegrenzt vielen Punkten, auf die man trifft, wenn man 
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sich dem Punkte a fortwährend nähert, Null werden könnte. Alsdann wird 
— p- in der Umgebung von x = a zwar einwerthig, aber nicht in dem ge- 
wöhnlichen Sinne, dass diese Function in einem endlichen Bereiche um den 
Punkt a abgesehen von diesem Punkte auch stetig bleibt; sie wird vielmehr 
in den unendlich vielen Punkten, wo (p{x) Null wird, unendlich. Wenn ein 
Integral M = {x — ay(p{x) der Differentialgleichung des integrirenden Factors 

• 

diese Beschaffenheit hat, so wird — ^ — in unzählig vielen Punkten in der 

Umgebung von x = a unendlich und die Coefficienten 4 der ersten Integral- 
gleichung (No. 2, (10.)) verhalten sich ebenso. 

Unter Berücksichtigung dieser das Integral (a?— a)'^y(x) der Differential- 
gleichung (1.) der No. 1 betreffenden Bemerkung kann man die m linearunab- 
hängigen Integrale dieser Differentialgleichung in der Umgebung von x = a 
immer unter der Form 

(1) yi = «'i5 y2 = f^i/e2dx, . . . y„,==eijdxf)2..ji>^dx 

aufstellen, wo jede der Grössen <? die Gestalt {x—ay(p{x) hat, (p{x) in der 
Umgel)ung von x = a einwerthig ist, aber, allgemein genommen, die Form 
eines Quotienten erhält, dessen Zähler und Nenner in dem Kreise, in dem die 
Coefficienten p der Differentialgleichung gegeben sind, einwerthig und abge- 
sehen vom Punkte a stetig bleibend Die Differentialgleichung (1.) in No. 1 hat 
nämlich zunächst ein Integral y = f?i = (a;—o)"'9?(ip), wo (p{x) in der Umgebung 
von x = a einwerthig und abgesehen vom Punkte x=a stelig ist. FOhrt man 
dieses als j^i in ein beliebiges System von m linearunabhängigen Integralen t/i bis 

y^ ein und reducirt alsdann durch die Substitution yi/zdx, wodurch man die 

Gleichung (4.) in No. 1 erhält, so nehmen deren Coefficienten q die Form 
des vorhin angegebenen Quotienten an. Diese Differentialgleichung hat dann 

zu Integralen -j— — 9 ... -r— — • Waren die Wurzeln der Fundamental-' 

^ dx y^^ dx y^ 

gleichung der ursprünglichen Differentialgleichung (Oi bis (o^ (vgl. No. 1), und 
g^= ^^,^ , so hat die mit Hülfe der angegebenen Integrale gebildete Fun- 
damentalgleichung für die Differentialgleichung des z zu Wurzeln -^ , ... -^ , 
und sie ist unabhängig von der Wahl irgend eines Systemes von m—i linear- 
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unabhängigen Integralen, welche aus den vorigen linear mit constanten Coeffi- 
cienten zusammengesets^t. ind.. Man kann nun vermittelst der angegebenen 
m—i linearunabhängigen Integrale für z ein Integral D2 bilden von der 

Form (x—a)"' (p2(x)^ wo «2= o •' ? ^"^ 9^2 die Form des oben angegebenen 

Quotienten hat. Führt man dieses Integral alsdann in das System der m—l 
linearunabhängigen Integrale der letzteren Differentialgleichung ein und redu- 
cirt in derselben Weise weiter, so stellt man successive die Grössen e alle 
unter der angegebenen Gestalt dar. Die Einwerthigkeit der Grössen cp und q 
in der Umgebung von x ^a ist also, so lange keine weiteren Voraussetzungen 
über die Integrale gemacht werden, nicht in dem gewöhnlichen, sonst hier 
immer gebrauchten Sinne zu nehmen, dass darunter zugleich die Stetigkeit 
der Functionen in einem endlichen Bereiche um a abgesehen von diesem 
Punkte verstanden wird, während bei der Reduction durch die Substitution 

ffi/zdx mittels eines regulären Integrales y, der Form (x—aY^ic^^x—aY 

die neuen Coefficienten q in der Umgebung von x =-a in dem gewöhnlichen 
Sinne genommen einwerthig werden. Die vorhin angegebene Form der Integrale 
wird angewandt, wenn man den allgemeinen Ausdruck einer Gruppe von 
X Integralen des Fundamentalsystems (No. 1, (3.))? die einer Gruppe von l 
gleichen Wurzeln a;^ der Fundamentalgleichung entsprechen, in der Weise 
ableitet, wie dies in No. 1 der Abhandlung Bd. 74 dieses Journals angedeutet 
ist. Diese Herleitung soll hier vollständig durchgeführt werden. Es ist 
auf die vorhin angegebene Weise die Gruppe der i. Integrale zu bilden 

(2.) ^i = (iT— a)*fl y>j = f?^ , 1/2 = ^1/^2 dx, • . . ^2 = C| /rfa:<?2« • J^i^^ 

wo Äa = ^ — : logcüa ist uud ^i, 1P29 «?3 • • • «'^ aHö 10 der Umgebung von x = a 

einwerthig sind und allgemein genommen die Form von Quotienten erhalten, 
deren Zähler und Nenner in der Umgebung von a? = o einwerthig und abge- 
sehen vom Punkte a stetig sind. Nimmt man nun die Functionen (fy^ r?^ x>^.,.f>i 
in einem solchen Kreisringe mit dem Mittelpunkt a, innerhalb dessen sie alle 
einwerthig und stetig sind, so kann man jede durch die Summe von zwei 
Potenzreihen entwickeln, von denen die eine nach Potenzen von x—a mit posi- 
tiven, die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschreitet, und diese 
alsdann inlegriren. Dadurch nehmen die Integrale die Form an (No. 1, (3.)): 
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(3., y, = x-a '-^^ (f^ [log x-a;]^' (a = 1 , . . . A), 

wo die Fanctionen ^^i zonächst för den Krebring einwerlhig and stetig bleiben. 
Nnn bestehen aber, wie man aas 2.] leicht zeigen kann, zwischen den Grössen 
(f^ die linearen Relationen, dass tf^ B = 2....a) sich linear mit constanten 
Coefficienten dorch die Grössen (f aasdrocken lasst, deren erster Zeiger kleiner 
als a ist. Die Integrale jfi bis yi setzen sich um den Pankt x = a herum 
stetig fort. Es bleibt non zuerst €fi innerhalb desjenigen Gebietes, in dem die 
Coefficienten p der Differentialgleichnng einwerthig and abgesehen von x = a 
stetig sind, ebenfalls einwerthig and abgesehen von diesem Punkte stetig; 
daher ebenso (f^^, hierauf f-.i- und dasselbe ergiebt sich successive für alle 
Grössen €f. 

Um jene linearen Relationen zwischen den Grössen cp^ die man für 
f > anmittelbar erkennt« ans (2.] herzoleiten« kann man entweder die Schluss- 
weise von «—1 auf m anwenden, oder aach aus den Ausdrücken (2.) zeigen, 
dass, wenn durch einen Umgang in dem Kreisringe um den Punkt a die 
Integrale in f i« g^, ... gi übergehen, diese Functionen die Form annehmen : 

wo die Grossen o Constanten sind (vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchsy 
Bd. 68 dieses Jownals SL 363). Man hat dann in diese Gleichungen die 
Ansdrücke (^3.} einmsetzcn nnd anf beiden Seiten die Coefficienten der gleich 
kolies Potenieji des Logarithrnns einander gleich zu stellen, wodurch man die 
Relationen erkilL Um diese Relationen durch den Schluss von n— 1 auf n 
aus v^O kiennleiteiu seien dieselben fb n~l Integrale der Form (2.) bereits 

lesen ; wir beweisen dieselben dann für das n^^, wo /r.cte hinzutritt. 

Galkih /r^dt keinen Logarithmus und setzt man e^ilv^dx an Stelle von 
r« 1% so komnU n^i unmittelbar auf das Vorhergehende zurück. Tritt der 
Ausdruck clogv^^^.^ ^^^y ^'^ ^ ^'^^ Constanle ist, so ist das Integral 
cri/ijrri..7r,«4logvJ^-~*)^ ^^^ ^Jdxv^^^jv^^idx zu vergleichen. Wird 

Jr.^idx = yü+yilog(x-a}, 
/r^ iloy^or -'0)dLr = <+yulog(x-a) + ^[log(a?-o)]'. 
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WO die Grössen / und (p in dem Kreisringe einwerthig und stetig sind. Die 
Untersuchung des Integrales t>i/dxv2>.Jf>^2tdx kommt auf das Frühere 
zurück. Wenn man hier nun allgemein 

y«'r|9>()+9'ilog(x-a) + --+y*-i[log(a;-a)]*~'}rfa' = V^o+V^ilog(a:-a)4—- 

•.. + V^,[Iog(a?-a)]' 
hat, so wird, wie durch die theilweise Integration sich sofort ergiebt, 

= r+t//,log(x-.a) + |^[log(x--a)r + ... + -^[iog(x- 

wo die Grössen ip, yj und r in dem Kreisringe einwerthig und stetig sind. 
Indem man diese Formel successive anwendet, erhält man für das n^ Inte- 
gral schliesslich die zu beweisenden Relationen. Zugleich ergiebt sich aus 
(2.), dass die Function (a: — a)*«^)^« in (3.) entweder Null oder bis auf einen 
Constanten Factor t/i ist. — Geht man auf das im Anfange dieser Nummer 
Gesagte zurück, so ist also in den bisherigen Untersuchungen jedesmal ein 
solches Integral 3f = (f?i ©2 ••• <?«)"* der Differentialgleichung des integrirenden 

Factors zur Anwendung gekommen, bei welchem — ^ — in der Umgebung von 

x = a einwerthig und für x = a in endlicher Ordnung unendlich war. In 
wiefern dies allgemeiner bei der Ermittelung der regulären Integrale statt- 
findet, bleibt nun noch weiter zu untersuchen. 

Berlin, Juni 1872. 
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Ueber diejenigen Fälle, in welchen die Gaussisehe 
hypergeometrische Reihe eine algebraische Function 

ihres vierten Elementes darstellt. 



Nebst zwei Figuren tafeln. 
(Von Herrn H, A. Schwarz in Zürich.) 



XJie nachfolgende Abhandlung beschäftigt sich mit der Aufgabe: 
Alle Fälle zu ermitteln, in denen der linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

( H > ^^y 1 y"C^ + /?+i)a? dy a-ß ,.__/) 

^^•^ dx' "^ x{\ -a;) ' dx x(\ -x) '^ "" ' 

f)on welcher die Gaussische hypergeometrische Reihe F(a, ß, y, x\ als Function 
ihres eierten Elementes betrachtet, ein particuläres Integral ist, durch eine 
algebraische Function f)on x genügt werden kann. 

Die Einleitung der Gauss\sc\ien Abhandlung .^Disquisitiones generales 
circa seriem infinitam^^ enthält die Angabe einiger Fälle, in denen für specielle 
W erlhe von a, ß, y die Function F{a,, ß, y, x) eine algebraische Function 
von x ist. (Werke Bd. IIL, pag. 127, Formel I.— V.) 

Eine Programm-Abhandlung des Herrn Kummer, Osterprogramm 1834 
des Gymnasiums zu Liegnitz: „De generali quadam aequatione differentiali 
tertii ordinis^^ enthält die Entwickelung einer Methode, hypergeometrische 
Reihen mit einander zu vergleichen, deren letzte Elemente durch eine gewisse 
Differentialgleichung dritter Ordnung von einander abhängen. Die Bedeutung 
dieser in mehr als einer Hinsicht bemerkenswerthen Differentialgleichung für die 
allgemeine Theorie der hypergeoinetrischen Reihe ist bekannt. Ein specieller 
Fall dieser Differentialgleichung, zu welchem eine von dem Grundgedanken 
jener Methode etwas verschiedene ^Gedankenverbindung führt, ist für die Lö- 
sung des hier aufgestellten Problems von wesentlichem Einflüsse. 

Die erwähnte Gauss\sc\ie Abhandlung, die Kummersc\ie Abhandlung: 
„Ueber die hypergeometrische Reihe^^, Bd. 15 dieses Journals, die Abhandlung* 
Riemanns: „Beiträge zur Theorie der durch die Gaussische Reihe F{a,ß,y,x) 
darstellbaren Functionen^^ (Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, Bd. 7) und die nachgelassene Abhandlung von Gauss 
(Werke Bd. III., pag. 207) bieten verschiedene Mittel dar, um eine grössere 
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Anzahl specieller Fälle aufzufinden, in denen Pif^yß^y^x) eine algebraische 
Function von x darstellt; es scheint sich jedoch auf dem Wege der Unter- 
suchung, der in diesen Abhandlungen eingeschlagen ist^ eine allgemeine Me- 
thode, nach welcher sämmtliche Fälle dieser Art ermittelt werden könnten, 
nicht zu ergeben. 

Es sind bei der in Rede stehenden Aufgabe zwei Fälle von einander 
zu unterscheiden: Erstens: Die Differentialgleichung (A.) besitzt ein parti- 
culäres Integral, welches eine algebraische Function von x ist; diese alge- 
braische Function ist jedoch eine solche, dass sie selbst, oder dass ihre lo- 
garithmische Ableitung eine rationale Function von x ist. In diesem Falle 
ist der Quotient je zweier verschiedenen Zweige dieser algebraischen Function 
eine von x unabhängige, also constante Grösse, und es folgt daher aus der 
Existenz eines solchen algebraischen particulären Integrals nicht die Existenz 
noch eines zweiten, von dem ersten linear unabhängigen algebraischen Inte- 
grales der Differentialgleichung. 

Zweitens: Die Differentialgleichung besitzt zwei particuläre algebraische 
Integrale, deren Quotient nicht eine Constante ist. Hierher gehört auch der 
Fall, dass ein particuläres algebraisches Integral der Differentialgleichung 
existirt, dessen logarithmische Ableitung nicht eine rationale Function von x 
ist, weil in diesem Falle auch jeder Zweig des algebraischen Integrals ein 
particuläres Integral der Differentialgleichung ist und es dann stets zwei solche 
Zweige desselben giebt, deren Quotient nicht constant ist. 

Für jeden dieser beiden Fälle ist die Methode der Untersuchung eine 
andere. Art. I. der nachfolgenden Abhandlung beschäftigt sich mit dem ersten 
Falle, die übrigen Artikel mit Ausnahme von Artikel III. betrefiFen den 
zweiten Fall. 

Der hauptsächliche Inhalt der Artikel I. bis VI. war Gegenstand einer 
im August 1871 in der Sitzung der mathematischen Section der Schweize- 
rischen Naturforschenden Gesellschaft gemachten Mittheilung, welche im Aus- 
zuge in den Verhandlungen dieser Gesellschaft, Jahrgang 1871, pag. 75 — 77 
veröffentlicht ist. 

I. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung der Gaussischen 
Reihe ein particuläres algebraisches Integral besitzt, dessen logarithmische 
Ableitung eine rationale Function von x ist. 
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Aus der allgemeinen Theorie der Integration linearer Differentialglei- 
chungen mit veränderlichen Coefficienten (man sehe die Abhandlung des 
Herrn Fuchs: ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veränder- 
lichen Coefficienten^S dieses Journal Bd. 66, pag. 121) folgt, dass jedes In- 
tegral der Differentialgleichung (A.) für alle Werthe von x^ mit Ausnahme 
der Werthe a: = 0, a? = 1 und a: = oo, den Charakter einer ganzen Function 
besitzt, und dass ferner, wenn convergente Reihen von der Form 

x\i+c,x+a,x'+'"), (^y(H -- + J+-)^ (l-xy(l+c,(l~x)+c,(l~a:)^+...) 

particuläre Integrale dieser Differentialgleichung sind, die Exponenten 

a, b, c 

beziehlich nur die Werthe 

oder I — /, « oder /i, oder y — a^-ft 
haben können. 

Wenn daher die Differentialgleichung (A.) ein particuläres algebraisches 

Integral tji besitzt, dessen logarithroische Ableitung eine rationale Function 

von X ist, so muss dasselbe die Form haben 

y, = x^'ii-xYgix), 

wo a und c rationale Zahlen sind und g{x) eine ganze Function von x ist. 
Denn es ergiebt sich, dass bei richtiger Bestimmung von a und c das Prodact 

für alle endlichen Werthe von x den Charakter einer ganzen Function be- 
sitzt; da dieses Product eine algebraische Function von x ist, so ist dasselbe 
eine ganze Function dieser Variablen. 

Der Einfachheit wegen möge i = a gesetzt werden. Da es stets 
möglich ist, den Fall i = (3 durch Vertauschung von a und ß auf den vorigen 
Fall zurückzuführen, so geschieht durch die Festsetzung b = rx der Allgemein- 
heit der Untersuchung kein Abbruch. 

Wird der Grad der ganzen Function g{x) mit n bezeichnet, so ist 
b = a = — (a-f c+») und es entsteht folgende Tabelle: 
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Es soll nun gezeigt werden, dass wirklich in jedem der vier durch diese 
Tabelle charakterisirten Falle die Differentialgleichung (A.) ein particuläres In- 
tegral besitzt, dessen logarilhinische Ableitung eine rationale Function von x ist. 

1". Wenn ;' nicht eine zwischen und —n liegende ganze negative 
Zahl ist (0 incL, — w exci.), so ist Fi<^n ß, )\ x) = F(— tt^ (i, y, x) eine alge- 
braische und zwar eine ganze Function von x vom Grade n, 

\'\ Wenn dagegen y=i—n\ wo w' eine ganze Zahl bedeutet, für 
welche l<^n7~n, und es ist nicht zugleich auch (i eine ganze negative 
Zahl, ß = — n\ mit der Bedingung ij_ u*' * C n\ so verliert die Bezeichnung 
P{^<yß:,yiX) ihren Sinn: dagegen stellt in diesem Falle (vergl. die Abhand- 
lung des Herrn Kummer / Axe^es Journal Bd. 15, Formel 3 der Tabelle auf 
pag. 52) das Integral 

x}'n\a-y^- 1, ,y-;,4- 1. 2 -;s x] - x''F{-n + n, ß-Vn\ 1 -|-«', x) 

eine algebraische und zwar eine ganze Function von x dar; für diese ist 
jedoch die Zahl a nicht gleich Null, sondern gleich n\ (Vergl. 3".) 

1'". Wenn wie bisher die Zahlen w, u\ w" ganze Zahlen bezeichnen 
und es ist gleichzeitig 

so stellt sowohl der unter 1". als auch der unter V\ angegebene Ausdruck 
ein algebraisches Integral der Differentialgleichung (A.) dar, und zwar sind 
diese beiden Integrale als ganze Functionen von x von den Graden n" und 
n von einander linear unabhängig. 

Bemerkung: Der unter 1*. angegebene Fall zweier nach ganzen 
aufsteigenden Potenzen von x entwickelbaren particulären Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A.), welche sich nicht durch einen constanten Factor von 
einander unterscheiden, scheint im Widerspruch mit einem Satze des Herrn 
Kummer über solche Integrale zu stehen, der a. a. 0. auf pag. 53 ange- 
geben ist: 

„Wenn man mehrere Integrale der Gleichung (A.) hat, welche sich 
nach ganzen aufsteigenden Potenzen von x entwickeln lassen, so können sich 
dieselben nur durch constante Factoren unterscheiden.^ Dieser Widerspruch 
ist jedoch nur scheinbar^ denn jener Satz ist nur unter der Voraussetzung 
hergeleitet, dass die drei Elemente er, ß^ y ganz beliebig seien; er erleidet 
in der That nur dann eine Ausnahme, wenn y eine negative ganze Zahl ist, 
und unter dieser Voraussetzung auch nur dann, wenn der W^erth x—0 für 
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die Dillerciilialolcicluini»: ein .,aiisscr\vesoiilli(h singulärer'- Werlh ist. Die 
Herloiluiiir der Hediimunö" für das Kiiilrelen dieser^ Falles liiulel man in Arl. 111. 
und Arl. VII. 

2". Wenn ;' nicht eine jranze nt^galive Zahl i —u ijjL für welche 
1__//' ;/, so slelll. vorausg'cselzl. dai?s die Zahl y-(f. ;V--c eine ratio- 
nale Zahl i<l. das Inle^nral 

[2.j*) «l--.r»' '"''Fr/ ^^- ;' — />*.;'. •'*• \\ - J)' F n -^^ y-\ k\ ^i.y.x) 

eine al<rohraische Fnnclion von ./• dar. 

2'. Wenn dag(»oeii y r.. 1 --//.', wo 1 . //' : y/, nnd es isl nicht gleich- 
zeitio* //. t c eine yanze Zahl ;/", welche» der n<»dini»nn<r 0]__u" <':^f/ gcnügL ^o 
verliert der vorsiehende Ausdruck seine» neMJcMilunjr. In diesem Kalle stellu wieder 
unter der Voraussetzuni». dass y- r. ,V c eine rationale Zahl ist. das Integral 

i.r' "' «1 .r»'"" ■' F\ \ - (\ l — .j. 2 -;', .n 
I I I ) 

I .r 1 1 ,r; r i I ; //•; C. - //-, // . I -; fi , J* » 

eine alir<*hraische Function von .r dar. (Verirl. 1.) 

2'. Wenn aher ;'=il-//'. während 1:. //' y/ und «rleichzeiliix 
;/fc //". wo ff" eine der Hedin<»^un}» 0. //"--;y/' genüi»ende ganze Zahl 
hedeutel, so stellt der unter» 2". und der unter 2'*. angesehene Ausdruck 
eine algehraische Function von j- dar. Alan sehe die Bemerkung zu 1'. 

;}". Wenn y 1 — vi nicht einer ganzen posiliven Zahl l^ //' gleich 
ist. wo // der Bedingung 1_^//'. y/ genügt, und wenn a eine rationale Zahl 
hedeutet. so stellt das Integral 

[li.] :r' >/<^r' -;- ; 1. ,^-;' i 1. 2 --;', .r ,r' l\- ff. ;-! ^ d. Ha. x} 

eine algehraische Function von x dar. 

I}\ ^^'(»nn da<:e£ren ;- - 1 j yy'. a y/', I _ y/' ' y. und es ist nicht 

«rlcichzeilii» rl ■ ff' i»l<Mch \ull oder t»l(»ich einer n(»üativen tjanzen Zahl - //", 
wo ff" ' ' ft\ so verliert der vorst(»h<Mide Ausdruck seine lJed<»utun<»\ 
dagegen stellt in diesem Falle /'\<', ,V, ;', .r F y/ -j yy', ,V. I ; yy', ,r eine 
algehraische und zwar eine ganze Function von .r <lar. (Vergl. 1 ".) 

;?'. Wenn aher gleichzeiliiT ;- I ; yy'. a y/, 1 y/: ff, (i-ff' y/", 
()_.^ ff"', ff' (also ff" ff' ff), so slellt der unter *i , und diM* unter 
3''. ang<*ireh(»ne Ausdruck (»ine algel)raisch(» Function von .r dar. Ks (»rgehen 

•'•) Die in | | i>ei.:r<'sei/.tcn Zahlen i)e/.ciclinen «lir Nunnner der botrotlVmlcn Ff»rnu'l 
in der Tabelle des Herrn hnwmer, dieses Journal l»(l. i.) \mvj:. W2 und .hJ. 
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sich daher in diesem Falle die beiden particulären algebraischen Integrale 

x""F{-n,-n", t-n',x) und F(-»+ii>'-»", t+n\x). 

4^ Wenn y nicht eine positive ganze Zahl ist, för welche, wenn 
y = 1 -|-w', a = — «' gesetzt wird , die Bedingung 1 <^n* ^n erfflllt ist, 
so stellt 

unter der Voraussetzung, dass a und c rationale Zahlen sind, eine algebraische 
Function von x dar. 

4''. Wenn dagegen a = — w'^ i^n^'n, so verliert der vorstehende 
Ausdruck seine Bedeutung, wenn nicht zugleich 1+w — »'+c= — w", 0<Lfi'<in' 
ist; wird von diesem Ausnahmefall abgesehen, so stellt in diesem Falle 

[2.] [\-xr'"-^FyY-a,Y-ß,Y,x) = (l-a^)^F(l^-w + c,-/^ + f^^ 1+«», 

wenn c eine rationale Zahl ist, eine algebraische Function von x dar. (Vergl. 2^) 

4^ Wenn endlich gleichzeitig a = —n\ l2j«'<]», i+u—n'+c = — «", 
0^n'<Cn!y so stellt der unter 4". und der unter 4''. angegebene Ausdruck 
eine algebraische Function von x dar. 

Hiermit sind alle Fälle erledigt, in denen die Differentialgleichung (A.} 
ein algebraisches particuläres Integral besitzt, dessen logarithmischc Ableitung 
eine rationelle Function von x ist. 



II. 

Es werde nun vorausgesetzt, die vorgelegte Differentialgleichung (A.) 
habe zwei particularc algebraische Integrale, deren Quotient nicht constant ist. 

In diesem Falle ist jedes particuläre Integral der Differentialgleichung 
eine algebraische Function von x; also ist auch der Quotient je zweier Par- 
ticularlösungen eine algebraische Function von x. 

Nun gellen folgende Sätze: 

1. Ist 

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung und sind t/i und tj2 zwei 
linear unabhängige particuläre Integrale derselben, so ist, wie Abel gezeigt hat, 

Journal für Mathematik. Bd LXXV. Heft 4. 38 



298 Schtoarz, zur Theorie der hypergeomelrischen Reihe. 

{Abel: Oeuvres T. I., pag. 93. Dieses Journal Bd. 2, pag. 22 — 25.) Da in 
dem speciellen Falle der Diflerentialgleichung (A.) 

^ y-(tt + /y + l> ^ y a+ß^y + l 
^ x(l — a?) X 1— a? 

ist, so ergiebt sich 

{Gauss Werke III., pag. 222. — Kummer: dieses Journal ßd. 15, pag. 62. — 
Riemanns Abhdlg. Art. IV.) 

Wird nun vorausgesetzt, dass t/i und ^2 algebraisphe Functionen sind, 
so folgt hieraus zunächst, dass die Zahlen y und a + ß reelle und zwar ra- 
tionale Zahlen sein mössen. 

Aus den Formeln 9 und 10 der mehrfach erwähnten /Ttimmerschen 
Tabelle ist der Schluss zu ziehen, dass die Zahlen a und ß einzeln rational 
sein müssen. 

Damit das allgemeine Integral der Differentialgleichung der hyper^ 
geometrischen Reihe eine algebraische Function Don x sei, ist nothwefidig, dass 
die drei Zahlen a, ß und y reelle und zwar rationale Zahlen seien. 

Diese Voraussetzung wird fär die Folge in diesem Artikel gemacht. 

2. Wenn tfi und 92 algebraische Functionen von x sind, so ist auch 

— eine algebraische Function von x. 

Herr Heine machte mich darauf aufmerksam, dass dieser Satz auch 
eine Umkehrung gestattet. 

Wenn der Quotient zweier Particularlösungen t/i und y^ einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

ohne constant zu sein, eine algebraische Function f)on x ist, und es ist gleich- 
zeitig e-M' eine algebraische Function von x, so ist das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung ebenfalls eine algebraische Function von x. 

Beweis: Nach der Voraussetzung ist ^■^- = f{x) eine algebraische 

y^ 

Function von x, also ist auch 

dx\y,J ' ^^^ "^y^ dx y^ dxJ yl 
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eine algebraische Function von x; hieraus folgt mit Hälfe der Formel (C.) 

oder mit anderen Worten : es ist y2 und somit auch y^ = f{x) . y^ eine alge- 
braische Function von x, also auch das allgemeine Integral Ayi+By2^ wie 
der obige Lehrsatz aussagt. — 

Es soll nun fär den Quotienten zweier Particularlösungen y^ und yi 
der linearen Differentialgleichung (B.) eine Differentialgleichung hergeleitet 
werden. 

Man setze, wenn Ci 91+^^2 2^2 und C^yi+C^yi zwei Particularlösungen 
bezeichnen, deren Quotient nicht constant ist, 

Dieser Ausdruck enthält drei von einander unabhängige Constanten ; die Diffe- 
rentialgleichung, welcher der Quotient s genügt, und för welche diese Con- 
stanten Integrationsconstanten sind, muss also von der dritten Ordnung sein; 
und zwar kann diese Differentialgleichung entweder dadurch erhalten werden, 
dass die Verhältnisse Cii 02:0^:04 durch wiederholte Differentiation eliminirt 
werden, oder dadurch, dass y2 = s.yi gesetzt wird, und dass dann mit Hälfe 
von (B.) die particulären Integrale yi und ^2 eliminirt werden. 

Es ist 

~dx''' - "^ dx'+^iko dx'^'dP'V' 
dy., du. , ds 

g- 9^ = P»' .Vi 



£± dy^ 
dx 

Durch fortgesetzte Differentiation ergiebt sieb 

38* 
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und bei Elimination von t/i 

In dieser Gieiciiung, welche ^i nicht mehr enthält^ möge der Ausdruck auf 
der linken Seite mit ^{s,x)^ der Ausdruck auf der rechten Seite mit F{x) 
bezeichnet werden, dann ist 



(F.) "F^s^x) = ^^— r, = ^9-^P-^ = F(^)- 



= 211-4«'-^= 



Diese Differentialgleichung ist ein specieller Fall derjenigen, welche Herr 
Kummer in der oben erwähnten Programmabhandlung betrachtet : 



^rfii^^C'rf^) •"^^^+-^ = ^ 



dzdx'^ ^dzäxy dx 

Man hat nämlich zu setzen : 



Z = 0, 

m 

Im vorliegenden Falle ist 

„ _ o-ß _ „ _ y -(«+/?+!> y ■ y-(c+ig+l) 

^ y^ I y— (« +/^+ l) 

F(x) = 27-4/— rf^ 

^^■^^ _ l--(l-y)', l-(y-«-/y)' (l-y)^-(«-/y)'l-( y -«-/ ?)•-! 

2x* "*" 2(1—»)' 2jj(1— a;) 

(Hinsichtlich der Function ^(s,a:) vergl. dieses Journal Bd. 70 pag. 116 
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nebst der Verbesserung Bd. 71 pag. IV: Monatsberichte der Berliner Akademie 
1870 pag. 767, sowie die von derselben Akademie herausgegebene Abhand- 
lung des Verfassers: ^^Beslimmung einer speciellen Minimalfläche*^ pag. 10.) 



III. 

Die Differentialgleichung (F.) des Art. IL, in welcher für die Function 
F{x) der gefundene Werth (siehe die Gleichung (G.)) einzusetzen ist, sei nun 
unter der Voraussetzung, dass die drei Grössen «, (i^ y reelle Werthe haben, 
zur Integration vorgelegt. (Vergl. „Bestimmung einer speciellen Minimalfläche, 
pag. 17-21.) 

Wenn die drei Quadrate 

[\^y)^^ («-/^)% ^-Or^iif 

der Reihe nach mit 



bb 



-.1 1 *> 



bezeichnet werden, so geht die angeführte Differentialgleichung aber in 

enthält also nur die Quadrate der Grössen k, Uy v. Um etwas Bestimmtes 
festzusetzen, möge angenommen werden, dass die Zahlen l, /u, v, welche 
unter der angegebenen Voraussetzung reell sind, die positiven Werthe der 
Quadratwurzeln aus )?, u\ v^ bezeichnen. 

Zur allgemeinen Integration dieser Differentialgleichung genagt die 
Auffindung eines particulären Integrales, da, wenn s^o ein particuläres In- 

legral ist, « = --'— ^-^ ebenfalls ein Integral der Differentialgleichung ist, 

welches die hinreichende Anzahl willkürlicher Conslanten enthält. 

Für das Argument x sind die Werthe 0, oc, 1 die einzigen singulären. 
Wird statt der Variablen x eine rationale Function ersten Grades derselben 

5= i— T_-'_ als neue unabhängige Variable eingeführt, so gilt die identische 
Gleichung 

Wird nun das allgemeine Integral der obigen Differentialgleichung kurz mit 
^^fl-h^'y^) bezeichnet, so ergeben sich aus der zuletzt angegebenen Glei- 
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chuDg folgende Formeln: 

s {ly iLiy VyZ) = 8 {ly jU, V, x) wenn « = ar, 

= s {Vy f.iy XyX) für a = 1 — or, 

= Ä(u,i,i/,x) für a = — , 



= 8[r,k,f4,x) für a = ^3^, 
= 8 (A, I'', u, x) für js = 



= 8 {/Liy Vy k, x} für z = 



x-1 ' 

X ' 



ganz im Einklänge mit einem Satze Riemanns betreffend die von ihm mit 
P{k,!ii,Vyx) bezeichnete Function. {Rienianns Abhdlg. Art. V.) 

In der That erweist sich die Function 8[k,iii,v,x) als der Quotient 
zweier linear unabhängigen /Ztemarmschen Functionen Pik^f^^^fX), 

Es sei nun or,) ein nicht singulärer Werth des Argumentes und 

die nach steigenden Potenzen von x — x^ fortschreitende, fflr alle dem abso- 
luten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von x — x^^ convergente 
Entwickelung von F{x). Man setze, mit s ein particuläres Integral bezeichnend: 

wo die Coefiicienten b und der Bereich der Convergenz noch zu bestimmen 
sind. Dann ist 



^'^ -^^r'= b,+ 2b. 



dx 



\n-\ . 

• • • 



• • • 



+ 261+262 +..•+ 26, + 

-i(6i(a?-a:o) + 62(ar-Xu)' + ---+6,_2(a;-a;or-' + ---y 

Wird der Coefficient von (o?— ajo)""^ in der Entwickelung von 

(61 (a: - a:o)+62(a; ~ a;„)'+ • • • + 6, .2(0; - a:„)"-% 

welcher eine ganze Function von 61,62,... 6„ .2 mit ganzen positiven Zahlen- 
coefficienten ist, mit 6(61, .. . 6„_2) bezeichnet, so ergiebt sich aus der Vor- 
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gleichung der Glieder mit gleich hoben Potenzen von x^Xi) 

2 

Es ist also der Coefficient 6» eine ganze Function der Grössen o^, ai, . .. a._i 
mit positiven rationalen Zahiencoefficienten und daher durch jene Grössen a 
eindeutig bestimmt. Es handelt sich somit nur noch darum, zu beweisen, dass 
die Reihe fär r, wenn in derselben die Coefficienten b auf die angegebene 
Weise bestimmt werden, für alle dem absoluten Betrage nach eine gewisse 
Grenze nicht äberschreitenden Werlhe von ic— a-,, convergent ist. 
Zu diesem Zwecke setze man zur Vergleichung 

—2 



x—x^ 



/ 1 V ^** 

WO /3« = 2 [-jj ; es ist also 



-2,2 x-^x, 
r = r — jT ' 



bierin bezeichne i eine positive, nachher naher zu bestimmende Grösse. Aus 
dieser Annahme ergiebt sich 

dr 



dx 



~ir' = ao+a,(x — Xo) + --- + a^_i(a:-a;o)" +•••, 



wo «0 = jT ist, fär alle anderen Coefficienten aber die Gleichung gilt : 

(1 v+^ 
j) , f»>l. 

Gesetzt nun, es wäre in der obigen Gleichung a» = (/„ , so wörde sich, wenn 

6« nach der Formel (J.) berechnet wird, b^ = fi^ = 2\^-Y) ergeben, und dann 

würde die für r sich ergebende Reihe unbedingt convergiren, wenn [a?~a;,j]<S. 
Wenn nun das Gesetz der Coefficienten a„ ein anderes ist und nur voraus- 
gesetzt wird, dass die Reihe 

für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von x — Xii 
convergirt, so wird es jedenfalls möglich sein, eine von Null verschiedene po- 
sitive Zahl 1 zu bestimmen, so dass der absolute Betrag [aj von a^ für alle 
Werthe von n kleiner ist als a„. 

Wegen der vorausgesetzten Convergenz muss es einen von Mull ver- 
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schiedenen Werth der Differenz t— t,j. Xi—x^ geben, für welchen alle Glieder 
der Reihe einzeln dem absoluten Betrage nach kleiner sind als eine endliche 
Grösse g; also 

Man wähle nun § so klein, dass sowohl c<C[ir,— o*,,] als auch g.i^<iQ* 
Werden dann aber nach der Formel (J.' die Coefficienten h^ berechnet, so 
ergiebt sich für den absoluten Betrag von h^ ein kleinerer Werth als (3^^ 
also convergirt die für r erhaltene Reihe sicher, wenn [a?— .r„] < |. 

Dieser Beweis beruht auf denselben Principien der Vergleichung von 
Beihenentwickelungen, welche Herr Weiersfrass seit einer Reihe von Jahren 
gelegentlich der Begründung einiger Fundamentalsatze aus der Theorie der 
gewöhnlichen Differentialgleichungen in seinen Vorlesungen zu entwickeln 
pflegt, und auf denen der Beweis des in der Abhandlung desselben: „Ueber 
die Theorie der analytischen Facultalen,** dieses Journal Bd. bi^ pag. 43 aus- 
gesprochenen allgemeinen Lehrsalzes beruht. 

Aus der erhaltenen Reihe ergiebt sich durch Integration und lieber- 
gang von den Logarithmen zu den Zahlen, bei angemessener Bestimmung der 
durch die Integration eingeführten Constanten 

ds' 
log^ = -2log(d^-a:„)4-i6/,a?-jr„;'+i62(x~arü)^+.-.+ log(-i:, 



dx {x^x^y 

-1 



und durch nochmalige Integration 

s* = h K i X — .r,,'- + i b[ {x ~ ,r„)M- • • • , 

X jTy 

WO die Grössen !) ganze Functionen der Coefficienten b mit rationalen Zahlen- 
coefficienten sind und die Reihen sammtlich unbedingt convergiren, wenn der 
absolute Betrag von x—Xu kleiner als $ ist. 

Das auf diese Weise erhaltene particuläre Integral s der Differential- 
gleichung y^(«^ir) = F(arj, welches für eine gewisse Umgebung des nicht 
singularen Punktes x = iro erklärt ist, ist durch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass dem Werthe x = Xii der Werth s=oo entspricht; da nun dieses Inte- 
gral in der Umgebung des Werthes x — a:„ nnverzweigt ist und bei der Annähe- 
rung von X an den Werth ar^ ebenso unendlich wird, wie . so ent- 

x—x^ ' 
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spricht einem einmaligen Umlauf von x um den Werlh x,^ ebenfalls ein 
einmaliger Umlauf des Werlhes s um den Werlh oc. Wird also in der 
Umgebung des Werlhes x - - a;„ ein einfach zusammenhängender Bereich X 
abgegrenzt, welcher ganz im Innern des Bereiches [x — x^^ < i*, üeg^ und wird 
das Gebiet aller Werlhe, welche das eben erklärte Funclionenelement s für 
die Punkte von .Y annehmen kann, durch einen Theil S' der Ebene s geome- 
trisch dargestellt, so liegt der unendlich ferne Punkt im Innern dieses eben- 
falls einfach zusammenhängenden Bereiches S\ und zwar ist dieser unendlich 
ferne Punkt ein rinfacher Punkt der Fläche S'. 

Aus dem parliculären Integrale .v' entsteht das allgemeine Integral 

durch die Gleichung s ---- - .; ' , ' ,1 ' Wird das den Punkten des Bereiches A' 

entsprechende, die Werthe des Integrals 6* bei bestimmter Festsetzung der 
Werlhe der Conslanlen (' geometrisch darstellende Gebiet mit S bezeichnet, 
so ergiebt sich, dass die beiden Gebiete S und S' in der bekannten Be- 
ziehung der MöhiNssdwn Kreisverwandtschaft zu einander stehen. Der dem 
Punkte Xo eindeutig entsprechende Punkt des Bereiches S ist also ein ei/t" 
facker Punkt desselben. Da nun der Punkt .r„ ein beliebiger nicht singulärer 
Punkt ist und der Bereich X bis an die singulären Punkte beliebig ausgedehnt 
werden kann, so ergiebt sich folgender Satz: We/uf in der Ebene des Ar- 
gumentes X irgend ein einfach zusammenhangender^ keinen der singulären 
Punkte hl seinem Innern enthaltender Bereich X abgegrenz>t wird, so entspricht 
demselben rermittelst eines particuldren Integrales der Differentialgleichung 
W{s)=^V{x) ein ebenfalls einfach z^usammenhäugender Bereich S, welcher den 
unendlich fernen Punkt einmal oder mehrmals in seinem Innern entkalten kann^ 
dessen Inneres aber keinen Windungspunkt enthält. 

Ist insbesondere der Werlh x^, ein nicht singulärer reeller Werlh und 
haben die in der DilTerenliali^hMchuniJ: vorkommenden (Jrössen Ä", //'. r" 
reelle Werthe, wie vorausgeselzl wurde, so entsprechen bei dem parliculären 
Integrale ,v' den reellen dem Punkle x =■-- .r„ benaclibarlen \>'erlhen von .r, da 
sämmtliche Grössen />' reelhi Werlhe haben, reelle Werlhe von s\ In der 
Fläche S' entspricht also der den Punkt x„ enlhaltenden Strecke der reellen 
Axe der F^bene ,/• eine gerade Linie und in der l'läche N dem entsprechend, 
allgemein zu r<?den. ein Kreisbogen. 

Es isl nun das Verhallen eines parliculären IntC'irales der Diirerenlial- 
gleichung in der Nähe eines singulären Werlhes des Argumenles näher zu 

Jourii.'il für Matlie-ii-ntik. Bd. l.XXV. Hcf: 4. 39 
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untersuchen. Den obigen Formeln zufolge genügt es, diese Untersuchung für 
den singulären Werth x = durchzuführen. 
Es sei 

die nach Potenzen von x fortschreitende Entwickeluug, welche für [a;]^^ü 
unbedingt convergirt. Man setze, mit s wieder ein particuläres Integral be- 
zeichnend, 

^log-^ = r = — + bo + biX + b2x'^'] h6,a;"+"-, 

so ist 

+ (l+i)(&,+ b2X + "+ 6.jr"-* + -) 
+ {b, + 2b2X + '" + nb,x'"''+") 

^"-^rqrx"' ^^" 2+A ' «s.w., 

allgemein, wenn 6(6,,, 61, ... ä«-i) den Coefficienten von x*"* in der Entwicke- 

lung von (Äo+ft^a?^ f-Ä„_ij;"~')* nach Potenzen von x bezeichnet, welcher 

eine ganze Function der Grössen 60, &i, ... &„.i mit positiven Zahlencoefli- 
cienten ist, 

(K.) 6« = ^fq:i:(«-+4G(6o, *!,... 6«~i)). 

Es ist demnach b^ eine ganze Function von ao, ... a, mit positiven Zahlen- 
coefficienten. 

Die Convergenz ergiebt sich aus der Yergleichung mit der Reihe 

SD 

-p) , also r= ^'^^ — h-t gesetzt wird. Dann ergiebt 

sich nämlich 



und 






1-i' , + ^)6. 
2a;' ' X 


Hieraus folgt 





dx ^ 2x^ X 

«. = 2(H-A)(-i)"''' 



. • . 
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■ 

Aus der Annahme, dass die Reihe 

-^+01+02 0?+ ••• + ». a:*"*4-*" 

X 

für [x] = ^cj convergirl, folgt, es giebl einen positiven Werlh g, so dass für 
alle Werihe von n *[öJ . 13"^ < g- Man wähle nun $* so klein , dass sowohl 
K^oi als auch gr^,,^<; 2(1+ a); dann ist [6J<;/?,, also convergirt die er- 
haltene Reihe sicher für alle Werthe von x, für welche [ar] <C §. 

Durch Integration und Uehergang von den Logarithmen zu den Zahlen 
ergiebt sich bei geeigneter Verfügung über die durch die Integration einge- 
führten Constanten 



/ 



r'dx = log^ = logC-{l+l)logx+boX+^b,x^ + ib2X^ + 
dx 



• • I 



= C'x'^'-^^\i+b\x+b:x'+'-), 

wo die Grössen b' ganze Functionen der Grössen b mit positiven Zahlen- 
coefficienten sind und die in Klammem stehende Reihe sicher convergirt, 
sobald [a:]<<b. Hieraus folgt durch Integration, wenn k weder gleich Null 
noch einer ganzen Zahl gleich ist, 

s ^ ^cx (^__^_^-.^-_-...;+c 

oder, wenn — -tt*«' mit a bezeichnet wird, 

(L.) a = x'^{i + b';x + b'^x'+'") + a'. 
Wenn hingegen k gleich oder einer ganzen Zahl m gleich ist, so kommt in der 

i ds* ^m 

Entwickeiung von -p'T' ^^^ Glied— vor, welches bei der Integration b'^logx 
ergiebt, so dass in diesem Falle ein particuläres Integral von der Form 

(L») o = a:-"'(l + 6';a? + 6;'.r' + -.. in inf. ) + J?. log a:+C" 

erhalten wird. Die Coefficienten b", von denen nur b'^ unbestimmt bleibt, 
sind ganze Functionen der Grössen a. 

Der Factor B„ ist, wenn m von NuU verschieden ist, eine ganze Function 
von a», «M ... a„-i' Zur Berechnung desselben kann folgende Methode dienen. 

Wird in der Differentialgleichung (ß,) p = gesetzt und q aus 

X 

39» 
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der Bedingang 



2q-^p'~t = F(*) 



dx 

bestimmt, aus welcher sich 

ergiebig so sind, wie ans der Formel (E.) des Art. II. folgt, 



m-l 



zwei Integrale dieser Differentialgleichung, welche nun in der Form 

(M.) 2ar.-0-2(m-l)^ + (a,,+ aiar + a,x^+... + a^_,a:-'-' + ..O.y = 

geschrieben werden möge. Wird sodann 8 = a gesetzt, wo a aus der Glei- 
chung (L*.) zu entnehmen ist, so hat das Integral tfi in der Umgebung von 
X = den Charakter einer ganzen Function, während die für diesen Bereich 
geltende Entwickelung desselben die Form 

annimmt. Das Integral ^2 hingegen hat die Entwickelung: 

oder 

+ B^logx.x'^{i + CiX + c^x^-\ — ) 
+ ^1.^1. 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch geschieht, kann 
nämlich angenommen werden, dass A^ den Werth Null habe, da dieses 
durch geeignete Bestimmung von Ci erreicht werden kann. Es giebt also 
sicher auch ein particuläres Integral der Differentialgleichung (M.) von der 
Form ^2— Cj^i, und zwar können die Coefficienten Ai^ ^29 .•• -^»-1 und der 
Coefficient B^^ da die Existenz der Entwickelung ausser Frage steht, nach 
der Methode der unbestimmten Coefficienten berechnet werden. Hierbei 
ergeben sich, wenn bis zu den Gliedern mit der Potenz x"*"^ fortgeschritten 
wird — die Glieder, welche den Factor logx behalten, heben sich gegen 
einander fort — folgende Gleichungen: 
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Oü— 2.1.(m— l)-4i, 

02+ «1-^1+ a,,-42— 2.3.(m— 3)-43, 



a*-2 + o«-3^i + 



««-4^2 + 
a— -3^2 + 



»«.-5^3 ' -2.(m- 

««-4^3 • + 






Diese Gleichungen gestatten eine successive Auflösung. Man bezeichne mit 
Ogh eine Grösse, deren beide Indices g und A unabhängig von einander alle 
Werthe 0, 1 , 2, ... m — 1 annehmen können, und setze 

GgH =Og-h, wenn h^g, 

= — 2A(m— A), wenn A = ^+l, 
= 0, wenh A>gr-|-1. 

Die aus den m^ Grössen a^^ gebildete Determinante bezeichne man nach dem 
Vorgänge des Herrn Kronecker mit \agj,\^ so ergiebt sich 

Oo -2.1. (m-1) .. 

o, -2.2.(m-2) • • 



a. 



(^,A=0,l,...m— 1) 


• 


• 

«—4 




• ."-2.(m-2).2 




««-2 


ö— J 


»i»-4 


Ou — 2.(m— l).l 


• 


Om-l 


««-S 


0-.-3 


öl öl) 



Der Coelficient B^ hat also den Werth 

(N.) 5^ = -^._^..^-— ^.lfl^,|. 

Das Verschwindeik von \agh\ ist die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafQr, dass der betrachtete singulare Punkt x = nach der Bezeichnungsweise 
des Herrn Weierstrass ein ausserwesentlich singulSrer Punkt sei. (Vergl. eine 
Abb. des Herrn Fuchs, dieses Journal Bd. 68, pag. 378.) 

Fflr »1 = 1, 2, 3, 4 ergiebt sich 

M = o,,, aS + 2ai, a?,+8a„ai+16a2, aÄ+20öSat + 96aua2+36aI+ 28803. 

Wenn A = ist , so ist der singulSre Punkt or = stets ein wesentlich sin- 
gulärer; wenn >l = 1 ist, ergiebt sich als nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafflr, dass x = ein ausserwesentlich singulärer Werth sei, 
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aii = -^{fi+v){fi'-y) = 0. Ebenso findet man durch wirkliche Ausfährung der 
Rechnung, wobei die Werthe der Coefficienten a mit Hälfe der Gleichung (H.) 
zu bestimmen sind, für 1=2^ 3, 4 beziehlich die Bedingungen (Vergl. Art. VIL): 

für 1=2: (|t+i<+l)CaH-i/-l)(^i/+l)(^r-l)=0, 
^ Ä=3: Cu-fv)(/i-a/)(/t+i/+2)Ca+i/-2)(/>t-i'+2)(/i-i/-2)=-0, 

Weil in dem hier zu betrachtenden Falle reellen Werthen von x stets 
reelle Werthe von F{x) entsprechen, so haben sämmtliche Grössen a, also 
auch die Grössen b und c^ sowie die Grösse B^ ausschliesslich reelle 
Werthe; es entsprechen daher, — wenn fflr positive Werthe von x der 
Potenz x"^ ihr reeller Werth und in dem Falle, wo ein logarithmisches Glied 
vorkommt, dem Logarithmus für positive Werthe von x sein reeller Werth, 
der Constanten C der Werth Null beigelegt wird, — kleinen reellen positiven 
Werthen von x ebenfalls reelle Werthe von a;^ es beschreiben also, während 
X sich auf einem Theile der geradlinigen Strecke 0...1 bewegt, die Integrale 
a und s' ebenfalls gerade Linien. 

Beschreibt nun x um den Punkt or = in positivem Sinne einen Halb- 
kreis und werden dann der Variablen x nur negative Werthe a: = — ä bei- 
gelegt, so erhalt x"^ den Factor e""^"*, und es ist a = «"^''*j5~^(l— ^IäH — ), 
es beschreiben also a und s' auch fflr negatiee Werthe von x gerade Linien. 

Ist l gleich m und B^, nicht gleich Null, so wächst log x •um niy und 
es beschreibt a fär kleine reelle negative Werthe von x wieder eine Gerade, 
welche der vorigen parallel ist und von derselben den Abstand B^n hat. 

Das particulSre Integral « = — vermittelt die conforme Abbildung 

eines in der Umgebung des Punktes a; = auf der positiven Seite der 
reellen Axe liegenden Theiles der Ebene x (Taf. I. Fig. 1*) auf einen Ge- 
bietstheil, dessen Begrenzung, allgemein zu reden, zwei Kreisbogen enthält, 
welche den beiden im Punkte x=^0 zusammentreffenden Strecken der reellen 
Axe der Ebene x entsprechen. (Taf. I. Fig. 1^ u. \^), Die Tangenten 
dieser Kreisbogen schliessen mit einander den Winkel In ein, in dem Sinne, 
dass, wenn von dem Gebiete durch eine Kreislinie mit hinreichend kleinem 
Radius q ein in der Umgebung des Eckpunktes liegender Theil des Gebietes 
abgeschnitten wird, dieser abgeschnittene Theil entweder genau oder nähe- 
rungsweise die Gestalt eines Kreissectors mit dem Centriwinkel In besitzt. Ist 



Schwarz, zur Theorie der hypergeometrischen Reihe. 311 

l gleich einer ganzen Zahl und B^ nicht gleich Null , so berühren sich beide 
Kreisbogen; wenn B^ gleich Null ist, gehören die beiden Bogen demselben 
Kreise an; ist l weder gleich Null noch einer ganzen Zahl gleich, so 
schneiden sich die Kreise, denen diese Kreisbogen angehören, in zwei nicht 
zusammenfallenden Punkten. "" 

Hieraus ergiebt sich, da für die singulären Punkte a; = l, a;==oc eine 
analoge Untersuchung zu dem analogen Ergebnisse führt, folgender Satz: 

Die auf der posiüren Seite der reellen Axe der Ebene des Argu- 
mentes X liegende Halbebene E wird durch ein particuläres Integral der 
Differentialgleichung 

Uff, ^^ - Iziil^-izzü! ^'-fi'+v' ^i 

^K9yX) - 2^. ■^2(l-a:)* ixii-'x) ^ 

wenn die drei Grössen l^ fiy v reelle Werthe haben, conform abgebildet auf 
einen einfach zusammenhängenden, in seinem Innern keinen Windungspunkt 
enthaltenden Bereich S, dessen Begrenzung, allgemein zu reden, aus drei ein 
Dreieck bildenden Kreisbogen besteht. 

Die Winkel dieses Kreisbogendreiecks S, deren Scheitel den singuISren 
Werlhen a? = 0, x = oo und x=i entsprechen, sind beziehlich In, fin, vn. 

Oder : Der Quotient zweier linear unabhängigen Particularlösungen der 
Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe eermittelt, wenn die Grössen 
a, ß, y reelle Werthe haben, die conforme Abbildung einer Halbebene auf 
ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln [1—^]^^, [«""/^^^ [y—a--ß>]n. 
Dieses Kreisbogen dreieck enthält nach dem Vorhergehenden in seinem Innern 
keinen Windungspunkt ; nur die Ecken desselben können zugleich Windungs- 
punkte sein, wenn unter den Winkeln des Kreisbogendreiecks sich solche be- 
finden, die grösser als 2n sind. (Vergl. dieses Journal Bd. 70, pag. 117.) 

Anmerkung. Auch für den Fall, dass eine, zwei oder alle drei der 
reellen Grössen X^, fj^, v^ negative Werthe haben, sind die verschiedenen 
Blätter des der Halbebene E entsprechenden Bereiches S, welche alsdann 
Theile der Ebene s unendlich oft bedecken, allgemein zu reden, von drei 
Kreisen begrenzt, wahrend entsprechend eine, zwei oder drei der eigent- 
lichen Ecken des Kreisbogendreiecks verloren gehen. 
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IV. 

Die gegenseitige Lage der Kreise, denen die drei Seilen des Kreis- 
bogendreiecks S angehören, hängt offenbar von den Zahlen l, fi^ v ab. Diese 
Abhängigkeit soll jetzt naher untersucht ^erden. Man denke sich einen der 
drei Kreisbogen ins Auge gefasst und die Kreislinie, welcher derselbe angehört, 
mit Kl bezeichnet. Dieser Kreisbogen werde von einem Punkte beschrieben, 
der sich so in demselben bewegt, dass das Innere des Kreisbogendreiecks auf 
der linken Seite der Fortschreitungsrichtung liegt. Hierdurch ist eindeutig 
bestimmt eine einblättrige einfach zusammenhängende Fläche, welche von 
der Kreislinie K^ vollständig begrenzt wird und welche ebenfalls auf der 
linken Seite jenes Kreisbogens liegt; dieselbe möge, gleichviel ob sie ganz 
im Endlichen liegt, oder den unendlich fernen Punkt in ihrem Innern enthält, 
mit (1) bezeichnet werden. Auf dieselbe Weise ergeben sich zwei andere 
Kreisflächen (2) und (3), welche von den Kreislinien K^ und K^ begrenzt werden. 

Es möge nun angenommen werden, dass die drei Zahlen A^ ii^ v po- 
sitive Werthe haben und dass zunächst keine derselben einer ganzen Zahl 
gleich sei. 

Der dem Punkte a; = entsprechende Eckpunkt L der Begrenzung von 
5 ist ein zweien Kreislinien, etwa K^ und K^ gemeinsamer Punkt. Der Winkel 
von S im Punkte L beträgt Xn. 

Die beiden Kreisflächen (2) und (3) haben ein Kreisbogenzweieck 
(2,3) gemeinsam. Bezeichnet Vn den Winkel desselben, so ist V eine po- 
sitive Zahl, welche kleiner als 1 ist, und zwar ist entweder 

V^l (mod. 2), oder 2 ~ r = Ä (mod. 2). 

Es ist also wegen dieser beiden Eigenschaften die Zahl V eindeutig 
bestimmt, es ist nämlich l! der absolute Beirag des modulo 2 absolut kleinsten 
Restes von A. 

Ebenso sind /i' und r' als die absoluten Beträge der modulo 2 absolut 
kleinsten Reste von .a und v bestimmt. 

Eine Kreislinie Ki schneidet die Ebene, in welcher sie liegt, in ;5e<?et 
Theile, das Innere und das Aewsere der Kreislinie K^, 

Durch zwei Kreislinien K^ und £2, welche einander in zwei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, wird die Ebene in eter Kreis- 
bogenzweiecke getheilt, welche zwei gemeinschaftliche Ecken haben. 

Tritt zu den beiden Kreisen K^ und K^ eine drille Kreislinie K^ hinzu, 
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welche die Kreise K^^ und K^ schneidet und durch keinen der beiden Dnrch- 
schnittspunkte von K^ und K2 hindurchgeht, so sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

Es liegen nämlich entweder 1) die beiden Durchschnittspunkte von 
Kl und K2 auf derselben Seite von K^^ d. h. beide im Innern oder beide im 
Aeussern von K^^ oder 2) die beiden Durchschniltspunkte von K^ und K2 
liegen auf verschiedenen Seiten von K^^ d. h. von den beiden Schnittpunkten 
liegt der eine innerhalb, der andere ausserhalb K^. 

Fflr diese Eintheilung ist es gleichgflltig , in welcher Reihenfolge die 
drei Kreise mit Ä|, ^29 K^ bezeichnet werden. Im ersten Falle giebt es eine 
die drei Kreise orthogonal schneidende Kreislinie, an deren Stelle auch eine 
Gerade treten kann; im zweiten Falle giebt es keinen Orthogonalkreis. 

Im ersten Falle wird die Ebene durch die drei Kreislinien zerschnitten 
in drei Kreisbogenzweiecke, zwei Kreisbogendreiecke und drei Kreisbogen- 
vierecke; im zweiten Falle dagegen wird die Ebene in acht Kreisbogen- 
dreiecke getheilt, deren Winkel sämmtlich kleiner als n sind. 

Man kann jedoch auch im ersten Falle ebenso wie im zweiten acht 
verschiedene Kreisbogendreiecke unterscheiden, deren Winkel sämmtlich kleiner 
als n sind. Wird nämlich zu einem der erwähnten Kreisbogendreiecke eins 
der drei anstossenden Kreisbogenvierecke hinzugefügt, so entsteht ein neues 
Kreisbogendreieck, und solcher giebt es sechs; mit Hinzurechnung der zwei 
bereits erwähnten Kreisbogendreiecke giebt es hiernach auch für den ersten 
Fall im Ganzen acht von einander verschiedene Kreisbogendreiecke. Diese 
acht Kreisbogendreiecke entsprechen einander sowohl in dem ersten als 
in dem zweiten Falle durch die Gleichheit ihrer Winkel — abgesehen von 
deren verschiedener Aufeinanderfolge in Bezug auf das Innere des Kreis- 
bogendreiecks — zu zweien, so dass dieselben im Ganzen vier Paare bilden, 
deren Winkel, wenn /."t?, fi**n^ v^'n die Winkel irgend eines der acht Drei- 
ecke bezeichnen, bei Weglassung des Factors n durch folgendes Schema 
dargestellt werden: 



l" 


f^" 




X" 


\-f." 


i-r", 


1-i" 


f^" 


i-r", 


i-i." 


\-y." 


r". 



Je zwei demselben Paare angehörende Dreiecke sind entweder völlig 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 40 
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getrennt, so dass ihre Flächen auch nicht einen Punkt gemein haben, oder 
sie haben eins der drei Kreisbogenvierecke des ersten Falles gemeinsam. 

Wie nun auch hinsichtlich der Gebiete (1), (2), (3) aber das Innere 
oder Aeussere von Ki^ K^^ K^ verfOgt werden möge, unter den acht durch 
diese drei Kreise bestimmten Dreiecken giebt es, wenn l\ fi'y v* die oben 
angegebene Bedeutung haben, stets zwei (und im Allgemeinen nur zwei) 
demselben Paare angehörende Dreiecke mit den Winkeln X'ny fi^n^ vn; oder 
mit anderen Worten : 

Die Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogendreiecks S mit den Winkeln 
In^ /jn, vn angehören, bestimmen in derselben Ebene auch ein Kreisbogen- 
dreieck S* mit den Winkeln A'ti, fi^n, v'n. 

Die zu behandelnde Aufgabe wird nun durch den Umstand einiger- 
massen vereinfacht, dass die Zahlen k^ fi, v durch die absoluten Beträge ihrer 
modulo 2 absolut kleinsten Reste l'^ fi\ v' ersetzt werden können, ohne dass 
der Allgemeinheit der Untersuchung dadurch Abbruch geschieht. 

Ausser dem erwähnten Paare von Kreishogendreiecken sind durch 
dieselben Kreise noch drei andere Paare von Kreisbogendreiecken bestimmt. 
Die Verhältnisse der Winkel dieser vier Dreieckspaare zur Zahl ti sind dar- 
gestellt durch das Schema 

k' fl' v' 

Der weiteren Vereinfachung wegen ist es nun nfltzlich, aus diesen 
vier durch dieselben drei Kreislinien gleichzeitig bestimmten Paaren ein 
Paar und zwar dasjenige herauszugreifen, für welches die Summe der Winkel 
ein Minimum ist. Ein diesem Paare angehörendes Kreisbogendreieck möge 
mit S" und die Winkel desselben mögen beziehlich mit A"^, iJi!'n, v"n be- 
zeichnet werden. 

In dem ersten der oben erwähnten Fälle giebt es stets ein und nur 
ein solches Paar, ffir welches die Summe der Winkd kleiner als n ist, 
nämlich das Paar der zuerst erwähnten beiden Kreisbogendreiecke, von 
denen das eine ganz innerhalb, das andere ganz ausserhalb des Orthogonal- 
kreises liegt. 

In dem zweiten Falle ist ffir jedes der vier Paare die Summe der 
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Winkel grösser als n, und , wenn nicht X=/a = v ^^^^ so ist mindestens fflr 
eins der vier Paare die Summe der Winkel kleiner als in. 

Als Grenzfall ist der Fall zu behandeln, in welchem unter den Drei- 
ecken eins sich findet, in welchem die Summe der Winkel gleich n ist, da 
dieser Fall nur dann eintreten kann, wenn der Kreis K^ durch einen der 
beiden Schnittpunkte von K^ und K2 hindurchgeht. 

Das Kreisbogendreieck S", für welches die Summe der Winkel ein 
Minimum ist, möge das dem Kreisbogendreieck 5 zugeordnete reducirte Kreis- 
bogendreieck genannt werden. Für gewisse Betrachtungen genügt es, das 
Kreisbogendreieck S durch das zugeordnete reducirte Kreisbogendreieck S" 
zu ^setzen. 

Die Construction eines Kreisbogendreiecks LMN mit zwei geradlinigen 
Seiten LM und LN, dessen Winkel beziehlich iji^ fin, vn sind, zeigt Taf. I. 
Fig. 2 für den Fall, dass A<1, /i<l, >'<!; >t+/^+y<|. Die Bogen 
AB^ BCy CD des Kreises mit dem Mittelpunkte entsprechen beziehlich den 
Centri winkeln fin, Xn, vn. Die Bogen ^Jf und DN sind Quadranten, die 
Seiten ML und NL sind beziehlich parallel den Radien OB nnd OC. (In 
der Figur ist bei den Winkelbezeichnungen überall der Factor n weggelassen.) 

Wenn ^+/i+i< = l ist, so tritt an die Stelle des Kreisbogendreiecks 
ein Dreieck mit drei geradlinigen Seiten und den Winkeln kn^ itin, vn. 

Damit von den beiden oben erwähnten Fällen 1) und 2) der zweite 
eintrete, ist, wie eine nähere Untersuchung zeigt, nothwendig und hinreichend, 
dass gleichzeitig die folgenden vier Bedingungen erfüllt sind: 

l + fl+V>\, 

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, und nur unier dieser Voraussetzung 

giebt es einen Kreis mit dem Mittelpunkte L und dem Radius yfOM'^—OV^ 
welcher von jeder Seite des Kreisbogendreiecks LMN in diametral gegen- 
überliegenden Punkten geschnitten wird. In diesem Falle ist es daher mög- 
lich, durch Transformalion miilelst reciproker Radien die Ebene des Kreis- 
bogendreiecks auf eine Kugelfläche conform so zu übertragen, dass dem 
Kreisbogendreieck LMN ein von drei Bogen grösster Kreise gebildetes 
sphärisches Dreieck entspricht. 

40* 
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Das Kreisbogendreieck S entspricht der auf der positiven Seite der 
reellen Axe der Ebene x liegenden Halbebene E. Es kann nun die conforme 
Abbildung über jede der drei Strecken der reellen Axe — oo-'«0, O---!, 
1 — l-oo hinaus analytisch fortgesetzt und damit das Gebiet des Arguments 
der Function s auf die auf der negativen Seite der reellen Axe liegende 
Halbebene Ei ausgedehnt werden. 

Für jede dieser analytischen Fortsetzungen gilt nun, weil dem gerad- 
linigen Theile der Begrenzung von E eine hreislinige Begrenzung von S ent- 
spricht, ein sehr einfaches Gesetz. 

Bei der Fortsetzung der Abbildung über eine der drei Strecken der 
reellen Axe hinaus entspricht nämlich der Halbebene E^ ebenso wie der Halb- 
ebene E ein Kreisbogendreieck, welches mit S eine Seite gemein hat, und 
welches mit Si bezeichnet werden möge. Werden nun die Punkte der beiden 
Halbebenen E und E^ durch Symmetrie in Bezug auf die reelle Axe einander 
zugeordnet, so geht aus dieser Zuordnung ein punktweises Entsprechen der 
Gebiete 5 und S^ hervor, und zwar ist dieses Entsprechen dasjenige, welches 
unter dem Namen der Möbiuss€\ien Kreisverwandtschafl oder der Transfor- 
mation durch reciproke Radien bekannt ist. Der Kreis, welchem die den Ge- 
bieten S und Si gemeinsame Seite angehört, ist die Directrix dieser Verwandt- 
schaft. (Vergl. Monatsberichte der Berl. Ak. 1870 p. 774.) 

Nach dem erwähnten Gesetze, welches wohl „Gesetz der Symmetrie 
in Bezug auf eine Kreislinie^ genannt werden darf, kann also das Gebiet £» 
über jede seiner drei "Seiten hinaus analytisch fortgesetzt und jedes der drei 
so entstehenden Gebiete Si kann eine „symmetrische Wiederholung^ des Ge- 
bietes S genannt werden. 

Offenbar gellen nun dieselben Betrachtungen hinsichtlich der analytischen 
Fortsetzung nach dem Symmetriegesetze auch für die symmetrischen Wieder- 
holungen, da diese ebenfalls von Kreisbogen oder geraden Streclien begrenzt 
sind. Es entsteht hieraus in der Idee zunächst eine unendliche Anzahl von 
Gebieten iS und S^^ unendlich viele conforme Abbildungen der Halbebenen 
E und £i, welche sämmtlich durch die analytische Function s und deren 
analytische Fortsetzungen vermittelt werden. 

In allen den Fällen, in welchen die Function s eine algebraische 
Function von x ist, wird die Anzahl der auf die angegebene Weise ent- 
stehenden eon einander eerschiedenen Gebiete S und Si eine endliche sein. 
Da sich dieser Satz in der Weise umkehren lässt, dass, wenn 
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die Anzahl der von einander verschiedenen ans der symmetrischen Wieder- 
holung des Bereiches S entstehenden Bereiche eine endliche ist, die Function 
8 eine algebraische Function ihres Argumentes x ist, so wird hierdurch die 
Untersuchung der ursprünglich der Functionentheorie angehörenden Frage auf 
eine geometrische Aufgabe zurückgeführt, n&mlich: 

Alle Kreisbogendreiecke zu finden ^ welche bei ihrer Vervielfältigung 
nach dem Symmetriegesetze nur zu einer endlichen Anzahl eon der Lage und 
der GestcUt nach verschiedenen Kreisbogendreiecken Anlass geben. 

Die Betrachtung der Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogen- 
dreiecks S und der symmetrischen Wiederholungen desselben angehören, zeigt 
nun, dass dieselben Kreislinien, welche bei der Bilching der symmetrischen 
Wiederholungen des Kreisbogendreiecks iS auftreten, auch für das zuge- 
ordnete reducirte Kreisbogendreieck S'^ und für dessen symmetrische Wieder- 
holungen sich ergeben. Also ist es, wenn keine der drei Zahlen l^ fi^ v 
eine ganze Zahl ist, gestattet, für den vorliegenden Zweck die Untersuchung 
auf die Betrachtung des zugeordneten reducirten Kreisbogendreiecks zu be- 
schränken. 

Die Möglichkeit einer derartigen Zurückführung hängt mit dem Lehr- 
satze zusammen, dass zwischen je drei hypergeometrischen Reihen, deren 
erste drei Elemente sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, eine identische 
Relation besteht, vermöge deren es im Allgemeinen möglich ist, jede einzelne 
der drei hypergeometrischen Reihen durch die beiden anderen mit rationalen 
Functionen von x als Coefficienten auszudrücken. 

V. 

• Wenn die Winkelsumme des in Art. lY. erklärten reducirten Kreisbogen- 
dreiecks S' kleiner als n ist, so tritt von den beiden erwähnten Fällen der erste 
ein, und es giebt daher eine reelle Kreislinie, welche die drei Kreise, denen 
die Seiten von S" angehören, orthogonal schneidet. Es möge angenommen 
werden, dass dieser Kreis nicht durch eine gerade Linie vertreten werde, 
welcher Fall durch eine geeignete vorhergehende Abbildung mittelst reciproker 
Radien vermieden werden kann. Es liegt dann, wie bereits erwähnt wurde, 
das eine der beiden reducirten Kreisbogendreiecke innerhalb, das andere 
ausserhalb des Orthogonalkreises. 

Werden nun die symmetrischen Wiederholungen des innerhalb des 
Orthogonalkreises liegenden Gebietes S"' gebildet, so ergiebt sich, dass die- 
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selben ebenfalls ganz innerhtüb des Orthogonalkreises liegen, ferner, dass die 
Kreise, denen die Begrenzungen der symmetrischen Wiederholungen angehören, 
sämmtlich den Orthogonalkreis rechtwinklig schneiden, endlich, dass die Ecken 
der symmetrischen Wiederholungen von S" der Peripherie des Orthogonalkreises 
beliebig nahe kommen, dieselbe aber nicht wirklich erreichen können. Taf. II. 
zeigt eine für die Annahme A" = ^, ^" = ^, y" = 4^ entworfene Figur. 

Bei einer endlichen Anzahl von auf einander folgenden symmetrischen 
Wiederholungen haben die Ecken von der Peripherie stets einen endlichen 
Abstand und niemals ist die Wiederholung abgeschlossen. 

Es ist daher in diesem Falle die Grösse s stets eine unendlich viel- 
deutige, also transcendente Function von x. Dagegen kann der Fall eintreten, . 
dass umgekehrt x eine eindeutige Function von s ist; dies findet statt, wenn 

X = A"^ fi r= fi"^ y = r'' ist und gleichzeitig -p; v "^ ^ ~7r ^^^^ ganze Zahlen 

sind. Es tritt jedoch hierbei der bemerkenswerthe Umstand ein, dass das Gebiet 
der Variablen 9 auf das Innere eines Kreises beschränkt ist, und dass die 
Peripherie dieses Kreises filr jenes Gebiet eine natürliche Grenze bildet, über 
welche hinaus 'eine analytische Fortsetzung des zwischen Function und Ar- 
gument bestehenden Abhängigkeitsverhältnisses in dem gewöhnlichen Sinne 
unmöglich ist. 

Im Jahre 1863 hat Herr Weierstrciss in seinen Vorlesungen fiber die 
Theorie der analytischen Functionen auf die Möglichkeit eines solchen Um- 
standes aufmerksam gemacht. Aus derselben Zeit rOhrt auch das Beispiel 



/^ 






n 

her, bei welchem der Bereich von q ebenfalls auf das Innere eines Kreises 
beschränkt ist; ein Beispiel, dessen Kenntniss ich Herrn Kronecker verdanke. 

Die Kenntniss eines Beispieles, in welchem für den Bereich des Integrales 
einer algebraischen Differentialgleichung bei unbeschränkter Variabilität des Argu- 
mentes eine natärliche Grenze existirt, und welches ebenfalls aus der Theorie 
der elliptischen Functionen genommen ist, verdanke ich einer mündlichen Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass aus dem Jahre 1867; dieses Beispiel hängt 
mit dem sogleich zu betrachtenden Grenzfalle >l = 0, ^^=^0, v = nahe 
zusammen. 

Es kann noch bemerkt werden, dass in dem vorliegenden Falle die 
Lage der natürlichen Grenze ausser von den Zahlen l"^ fi"^ v^ auch noch 
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von den Werthen abhängt, welche den in dem Ansgangselement vorkommenden 
Integrationsconstanten beigelegt werden. 

Die erste gedruckte Mittheilung Ober das Auftreten nalfirlicher Grenzen 
findet man, soviel mir bekannt ist, in einer Abhandlung des Herrn Weierstrasf^ 
Monatsber. d. Berl. Ak. 1866 p. 617. Einige sachbezügliche Beispiele enthält die 
Programmabhandlung des Herrn Hankel: „lieber die unendlich oft oscillirenden 
und unstetigen Functionen.^^ Tübingen 1870. 

An das Vorhergehende kann die Betrachtung der beiden Grenzffille 
^"+/^"+>'" = und r+/i"+i/" = l angeschlossen werden. 

In dem ersten Falle ist das Kreisbogendreieck S" ein Kreisbogendreieck 
mit drei Spitzen. 

Setzt man mit Jacobi 

4s y(i-n(i-Ä'r) ' i yci-n(i-*"n' 

wo &^+ft'^ = 1, so ergiebt sich für A = 0, /u = 0, i^= 

als Function von o; = /r^. Für reelle Werthe von h und }i haben die er- 
klärten Grössen K und jRT' eine bestimmte Bedeutung; für complexe mögen 
sie durch simultane analytische Fortsetzungen erklärt werden. (Yergl. Jacobi 
Fundamenta pag. 74 ; dieses Journal Bd. 3, pag. 1 94.) 

Auch in diesem Falle ist der Bereich der Variablen s ein be- 
grenzter, während die Grösse k^ eine unbeschränkt veränderliche Grösse ist. 
Hierbei ergeben sich umgekehrt k^ und k*^ sowie alle Potenzen dieser Grössen 
als eindeutige Functionen von s, sobald a, b, a', V gegeben sibd. 

In dem zweiten Grenzfalle >."+^"+>'"=l kann das Kreisbogen- 
dreieck S" durch ein geradliniges Dreieck mit den Winkeln JL^tt, /^"ti, v^'n 
ersetzt werden, und zwar kann man sich in diesem Falle denken, dass der Radius 
des Orthogonalkreises unendlich gross geworden ist. Hierbei soll vorausgesetzt 
werden, dass von den drei Zahlen l'\ ij!\ r" keine den Werth Null habe. . 

Die symmetrischen Wiederholungen eines geradlinigen Dreiecks sind 
wieder geradlinige Dreiecke, und zwar ist die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen symmetrischen Wiederholungen, die aus einem solchen Dreieck 
gebildet werden können, unbegrenzt. Es ist also auch in diesem Grenzfalle 
9 eine unendlich vieldeutige Function von x. 
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Diejenigen in diesem Grenzfalle enthaltenen speciellen Fälle verdienen 

besondere Erwähnung, in denen x eine eindeutige Function von s ist. Damit 

1 i i 
dies eintrete, ist es nothwendig und hinreichend, dass -r^, — ^, -^ ganze Zahlen 

seien und dass l = k'\ /^=zfi\ v = v'' gesetzt werde. Es ist nun entweder 
l"=zfi":=r"=^^ oder eine der Zahlen l'\ fi'\ v\ etwa A", ist grösser als ^. 

Da -Tjf eine ganze Zahl sein soll, so kann diese ganze Zahl nur gleich 2 

sein; es folgt also >t"=i; ,4t"+i<" = |; nun ist entweder ,a" = v" = J 
und damit ist ein zweiter Fall A"=J, /^"=i, v"=^\ aufgefunden, oder 

es ist eine der beiden Zahlen, etwa /x", grösser als \, Da -^ eine 

ganze Zahl sein soll, so ergiebt sich u!* = ^ und r" = |. 

In den drei angefahrten Fällen, in welchen das betrachtete geradlinige 
Dreieck ein gleichseitiges beziehungsweise ein rechtwinklig gleichschenkliges 
ist, oder die Winkel Z(f\ 60", 90" besitzt, ist x eine einwertige eüiptische 
Function der durch einen in der Ebene der geradlinigen Dreiecke liegenden 
Punkt geometrisch repräsentirten complexen Grösse 9. 

Man würde irren, wenn man glauben wollte, dieses seien die einzigen 
Fälle der conformen Abbildung einer Halbebene [x) auf die Fläche eines 
ebenen geradlinigen Dreiecks («), in denen die unter der Voraussetzung 
14-/i4-i< = l bestehende Abhängigkeit zwischen 0? und s in der Weise unbe- 
schränkt umkehrbar sei, dass zu jedem Werth von 9 nur eine endliche Anzahl 
von Werthen von x gehöre. Wird die Aufgabe so gefasst, so muss zu den 
bereits angeführten Fällen noch einer hinzugefügt werden, nämlich der Fall 
i"=r J, /*"='!, y"=i; denn in diesem Falle ist x eine zweiwerthige elliptische 
Function eines durch eine bilineare Gleichung von 9 abhängenden Argumentes 
Uy welches durch das Integral 



«=/ 



dx 



;, vx\i-'xy 



ausgedrückt wird. 

Hiermit sind alle Fälle erschöpft, in denen die conforme Ab- 
bildung der Fläche eines geradlinigen Dreiecks auf die Fläche einer Halb- 
ebene durch eine analytische Function vermittelt wird, bei welcher jedem 
Werthe des unbeschränkt veränderlichen Arguments nur eine endliche Anzahl 
von Werthen der Function entsprechen. (S. dieses Journal Bd. 70 pag. 118.) 
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VI. 

Anders gestaltet sich die Untersuchung für den zweiten der in Art. IV. 
betrachteten Fälle, in welchem die Winkelsumme des zugeordneten reducirten 
Ereisbogendreiecks S" grösser als n ist. 

Es giebt dann keine die drei Kreise K^^ K^^ K^ orthogonal schneidende 
Kreislinie; dagegen giebt es einen Kreis, welcher von den genannten drei 
Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten geschnitten wird und dessen 
Mittelpunkt das Potenzcentrum der drei Kreise ist. Denkt man sich nun eine 
Kugel construirt, für welche dieser Kreis ein grösster Kreis ist, und projicirt 
man von einem der beiden Pole desselben die beiden Kreisbogendreiecke S 
und S^' auf die Kugelfläche, so entsteht auf der Kugeloberfläche eine conforme 
Abbildung dieser Kreisbogendreiecke, und zwar entsprechen den Begrenzungs- 
linien derselben Bogen grösster Kugelkreise. Es ist nun nützlich, statt des 
ebenen Kreisbogendreiecks S" das demselben entsprechende sphärische Dreieck 
mit den Winkeln l^'n, /a^'n^ r"n zu betrachten, welches mit S* bezeichnet werden 
möge. Für dieses Dreieck sind die symmetrischen Wiederholungen auch in 
dem gewöhnlichen engeren Sinne symmetrische oder congruente Figuren, indem 
jedesmal die Ebenen der begrenzenden Seiten die Symmetrie-Ebenen sind. 

Es ist also die Aufgabe auf die folgende zurückgeführt: 

Alle sphärischen Dreiecke zu finden, deren symmetrische und congruente 
Wiederholungen auf der Kugeloberfläche nur zu einer endlichen Anzahl von 
der Lage nach verschiedenen sphärischen Dreiecken Anlass geben. 

Wenn das sphärische Dreieck S* nur zu einer endlichen Anzahl von 
der Lage nach verschiedenen symmetrischen und congruenten Wiederholungen 
führt, so ist die Function s, durch welche die conforme Abbildung einer 
Halbebene E auf dieses sphärische Dreieck S* vermittelt wird, stets eine 
^algebraische Function. Denn die beiden RiemannscheA Flächen, welche das 
Gebiet des Argumentes x und das Gebiet der Function s bei unbeschränkter 
Veränderlichkeit beider Variablen geometrisch darstellen, sind in diesem Falle 
geschlossene Flächen mit einer endlichen Anzahl von Blättern. Hieraus er- 
giebt sich aber (vergl. Art. 20 der Inauguraldissertation Riemanns\ dass unter 
der angegebenen Voraussetzung die beiden Variablen x und s durch eine 
algebraische Gleichung mit einander verbunden sind. 

Dieselbe Scfalussweise, welche im Vorhergehenden angedeutet ist, ist 
auch in der /2fei7ia»;}schen Abhandlung ^lieber die Fläche vom kleinsten 
Inhalt bei gegebener Begrenzung^ (Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der 

Journal für Mathematik Bd. LXXV. Heft 4. 41 
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Wissenschaften zu Göttingen, Band 13.) im Eingange des Art. 13 erwähnt. 
Es heisst dort: ^Die Minimalfläche ist bestimmt, sobald man eine der Grössen 
u^ Tjy Xy Yy Z durch eine der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in vielen 
Fällen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in welchen 

eine algebraische Function von i] ist. Dazu ist nöthig und hinreichend, 



d log 17 
dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetrischen und congruenten 

Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden, welche die ganze Kugel ein- 
fach oder mehrfach bedeckt.^ 

Diese Stelle und der Inhalt des Art. 18 derselben Abhandlung stehen 
auch in Beziehung zu dem Inhalte einer kleinen Notiz des Verfassers 
(Monatsberichte der Berliner Akademie, 1865, pag. 149), in welcher unter 
anderem erwähnt ist, dass mit der conformen Abbildung der Gesammtober- 
flächen der regelmässigen Polyeder auf die Kugel eine Anzahl von Minimal- 
flächen zusammenhängen, auf denen unendlich viele Gerade liegen. 

Ueberhaupt kann für jeden der von Riemann in Betracht gezogenen 

Fälle, in welchem die Function -^r eine algebraische Function von t] ist, 

ein Zusammenhang mit einem der regelmässigen Polyeder, zu denen im vorliegen- 
den Falle auch die regelmässigen Doppelpyramiden zu rechnen sind, nachge- 
wiesen werden, insofern als ein sphärisches Vieleck nebst seinen symmetrischen 
und congruenten Wiederholungen auf der Kugelfläche nur dann eine geschlossene 
Rietnannsche Fläche zu bilden im Stande ist, wenn die Ebenen, in denen die Seiten 
dieses Vieleckes liegen, Symmetrie-Ebenen eines regelmässigen Polyeders sind. 

Die Aufgabe, auf welche die Untersuchung hier geführt hat, ist bereits 
in einem Aufsatze Steiners: ^Einfache Beweise der isoperimetrischen Haupt- 
sätze^ dieses Journal Bd. 18 pag. 295 angegeben, aber nur theil weise gelöst. 
Die vollständige Lösung findet man in einer Anmerkung zu einer andern Abhand- 
lung desselben Geometers, dieses Journal Bd. 24 pag. 247, an welcher Stelle 
indess die Beziehung zu den regelmässigen Polyedern nicht erwähnt wird. 

Ausser den Steinerschen Abhandlungen ist noch eine Abhandlung des 
Herrn CJordan, „Recherches sur les polyedres," dieses Journal Bd. 66 zu nennen. 

Durch geometrische Betrachtungen von übrigens sehr einfacher Natur, 
auf welche hier nicht näher einzugehen ist, wird die Einsicht gewonnen, 
dass ein sphärisches Dreieck nur dann zu einer endlichen Anzahl von ein- 
ander verschiedener symmetrischer oder congruenter Wiederholungen führt, 
wenn die drei Ebenen, in denen die Seiten des Dreiecks liegen, drei Sym- 
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metrie-Ebenen eines regulären Polyeders sind. Ausgenommen ist jedoch hierbei 
der Fall, in welchem zwei Winkel des sphärischen Dreiecks rechte Winkel 
sind. Dann ist die nolhwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass das 
sphärische Dreieck nur eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen 
darbiete, dass der dritte Winkel mit n commensurabel sei. 

Wenn man nun von diesem Falle, welcher einer regelmässigen Doppel- 
pyramide entspricht, absieht, und sich die Aufgabe stellt, alle übrigen mög- 
lichen Fälle aufzufinden, so hat man nur nöthig, die Durchschnitte der Sym- 
metrie-Ebenen der regulären Körper mit einer concentrischen Kugelfläche 
zu betrachten und alle hierbei auftretenden sphärischen Dreiecke aufzusuchen. 

Nach dem Vorhergehenden kann man sich damit begnügen, nur die 
von einander verschiedenen reducirten Kreisbogendreiecke S'' zu betrachten, 
welche sich hierbei ergeben. 

Dann erhält man für die Zahlen X'\ iii'\ v" folgende Tabelle, welche 
so geordnet ist, dass i"^/t"^i/" ist und dass innerhalb jeder Gruppe die 
Winkelsumme (A"+/t"4-y")7i für den je folgenden Fall grösser oder mindestens 
ebenso gross wie für den vorhergehenden ist. 

Tabelle 

enthaltend, abgesehen vom gemeinsamen Factor n, die Bogenzahlen der Winkel und 
den Flächeninhalt der reducirten sphärischen Dreiecke, welche auf einer Eugelober- 
fläche vom Radius 1 durch die Symmetrieebenen einer concentrischen regelmässigen 
Doppelpyramide oder eines concentrischen regelmässigen Polyeders bestimmt werden. 



No. 


X" 


/*" 


v" 


Inhalt 
n 


Polyeder 


I. 


i 


i 


V V 


Regelmässige Doppelpyraniide 


II. 

m. 


i 

1- 




1 
1 

3 


4 -2A 


Tetraeder 


IV. 
V. 


1 


1 


1 
T 


i 2B 


Würfel und Oktaeder 


VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

XV. 


s 
T 

2 

2 
3 

i 

1 
IS 

3 
TT 


h 

1 

i 

1 

3 

2 
TT 

1 
1 
2 

2 


i 

1 

i 

2 

1 1 

V 

1 


iV 2C 
iV - 3C 

i -6C 
1 -6C 
i -6C 

,'» = rc 

i -IOC 


* 

Dodekaeder und Ikosaedei- 



41 
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Es ergiebt sich hiernach die Regel: 

Man denke sich die drei Zahlen l^ u^ r, welche als rational voraus- 
gesetzt werden, und von denen keine eine ganze Zahl sein soll, auf die 
kleinste Benennung gebracht und schliesse dann wie folgt. 

1. Sind zwei von den drei auftretenden Nennern gleich 2, so ist s 
eine algebraische Function von x. (No. I. der Tabelle.) 

2. Ist einer der drei Nenner grösser als 5, ohne dass gleichzeitig 
die beiden anderen Nenner gleich 2 sind, so ist s eine transcendente Function 
von X. 

3. Sind alle drei Nenner kleiner als 6, so bilde man die abspluten 
Beträge X'^ ^i^ v* der modulo 2 absolut kleinsten Reste von X^ fi, v und 
wähle von den 4 Systemen 

l-;i' u' 1-1/' 

\^X* 1-^' y^ 

dasjenige System von drei Zahlen aus, welches die möglichst kleine Summe 
ergiebt. Die drei Zahlen dieses Systems denke man sich der Grösse nach mit 
l'\ fi!\ v" bezeichnet, so dass l" ^ ^w" ^ v"; dann sind drei Falle zu unter- 
scheiden : 

a. Ist die Summe X''+f>i^'+y" kleiner als 1 oder gleich 1, so ist s 
eine transcendente Function von x. 

b. Ist die Summe grösser als 1, während jedoch das System k"^ /m'\ 
v" mit keinem der 15 Werthsysteme der angegebenen Tabelle übereinstimmt, 
so ist s eine transcendente Function von x. 

c. Stimmt aber das System i''^ //", v" mit einem der 15 Werth- 
systeme der Tabelle öberein, so ist s eine algebraische Function von a?. — 

In dem Falle Ä = ^, /t = J^ erhält man a = — ^—^ /5 = — -q" =" """^9 

Vergl. die Formeln II. und IV. der Gaussischen Tabelle (Werke Bd. III., 
pag. 127). Ein zweites Integral der Differentialgleichung ist 



Schwan, iur Theorie der hypergeometrischen Reihe. 325 

Hieraus ergiebt sich, dass die Grösse s eine rationale Function ersten 

Grades ist von ( ,~ ) und für den Grenzfall v = von X log Z. » 

Weniger einfach ist der algebraische Zusammenhang zwischen den 
beiden veränderlichen Grössen s und x für den in der obigen Tabelle mit II. 
bezeichneten Fall. £s erscheint angemessen , für diesen Fall die Schluss- 
ergebnisse mit einiger Ausführlichkeit anzugeben. 

Beispiel. Untersuchung des speciellen Falles Ä = i, f^ — \'i v=^. 

Es seien f, t]^ ^ rechtwinklige Punkfcoordinaten. — Man denke sich 
ein reguläres Tetraeder in der Lage, dass zwei Gegenkanten, von denen 
die eine der |-Axe, die andere der ^i^Kx^ parallel ist, von der ^-Axe 
geschnitten werden. Der Coordinatenanfang möge mit dem Mittelpunkte 
des Tetraeders zusammenfallen. Um denselben denke man sich mit dem 
Radius 1 eine Kugel beschrieben und auf dieselbe vom Mittelpunkte aus 
die Ecken, die Flächen- und Kanlenmitten der Tetraederoberfläche pro- 
jicirt. Die Symmetrieebenen des Tetraeders, in w^elchen jene Punkte liegen, 
zerlegen die Kugeloberfläche in 24 congruente sphärische Dreiecke, deren 
Winkel 60", 60", 90" betragen. 

Von dem Punkte 1 = 0, ^ = 0, ^ = 1 aus werde nun die Kugelober- 
fläche auf die Ebene ^ = stereographisch projicirt, und ein Punkt dieser 
Projection, dessen Coordinaten beziehlich ||, ?7i, sind, als der geometrische 
Repräsentant der complexen Grösse fj4-i;,i = « betrachtet. 

Das Tetraeder möge diejenige der beiden den angegebenen Bedin- 
gungen genügenden Lagen haben, bei welcher die Ecken desselben den 

Wurzeln der Gleichung 1— 2}/3ä'^— **= entsprechen; die Mitten der Seiten- 
flächen entsprechen dann den Wurzeln der Gleichung 1+2}/3ä^— «* = und 
die Kantenmitten den Wurzeln der Gleichung ä(1+ä*)=0, zu welchen noch 
« = oc hinzukommt. 

Die conforme Abbildung eines der erwähnten 24 sphärischen Dreiecke 
auf eine Halbebene, in der Art, dass bei der Abbildung der ganzen Kugel- 
oberfläche den Ecken des Tetraeders der Punkt a; = 0, den Flächenmitten der 
Punkt o: = oc und den Kanlenmitten der Punkt a: = +1 entspricht, vermittelt 
die Gleichung 



(^ 
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Die Betrachtung des Werthes x=\ führt auf die Identität 

Wenn die Gleichung zwischen x und s in Beziehung auf s aufgelöst 
und zur Abkürzung e^^ = ^ T. + "^ t mit (J, e^""" = (^ mit e bezeichnet 
wird, so ergiebt sich einer der zwölf Werthe von 9 durch die Formel 




s = — y— I 



s — 



wo « für ar = den Werth — ^^ — = — besitzt. Hieraus ergeben sich, wenn 

« = 1^, ß = ''jj'i y = i gesetzt wird, unter Benutzung der in Art. IL mit- 
getheilten Formeln zunächst folgende beiden particulären Integrale der DifTe- 
rentialgleichung der hypergeometrischen Reihe: 

« — 

Da jeder von beiden Zweigen in den anderen übergeht, wenn -^x um den 

Punkt }/a; = 6 einen Umlauf macht, so sind y^ und ^2 s^wei verschiedene 
Zweige derselben algebraischen Function y. 

Wenn yx um den Punkt )/a?=«^ einen Umlauf macht, so geht j^^in —yl^ 
^2 in —y] über. Hieraus folgt, dass y* eine zweiwerthige Function von ^x 
und dass y eine vierundzwanzigwerthige Function von x ist. Wenn nun ^x 
um den Punkt o; = zwei Umläufe macht, so gehen nach dem ersten Um- 
laufe die beiden Zweige y^, y2 in zwei neue Zweige ^3, y^ und nach dem 
zweiten Umlaufe abermals in zwei neue Zweige j^«, y^ über: 

y, = '^ dVi-ryx'-^'Vi'-]fx, y,^']/d]/i-B'yx+^''Vi-yx, 

y, = yj/i-;/i -j-Vi-^J/x, ye=^^^Vi-yx •+c^Vl-«;/i. 

Da die Function y einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
nügt, so müssen ^39 .. yr, linear und mit conslanten Coefficienten durch yi und 
^2 ausdrückbar sein; in der That ergiebt sich 
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Nun ist 



/ 8 + d-i 



Hieraus folgt: 

Die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche des regel- 
mässigen Tetraeders wird vermittelt durch das elliptische Integral 

u = C/ _ — =' 

Ffir dasselbe hat die Invariante, welche Herr Weierstrass mit ^2 bezeichnet, 
den Werth 0. Es findet daher für die Multiplication dieses Integrals mit einer 
dritten Einheitswurzel e ein algebraisches Mulliplicalionstheorem statt. Nun kann 
gefragt werden, in welche Riemannsche Klasse die hier betrachteten algebraischen 
Functionen, beziehungsweise die Gleichungen, durch welche dieselben erklärt 
werden, gehören. 

Die Gleichung zwischen x und 8 gehört in die erste (rationale) Klasse 
(p = 0), da X durch s rational ausdrückbar ist. 

Die Gleichung zwischen x und f/i gehört in die zweite Klasse Q9 = l), 
die Klasse, aus welcher die elliptischen Integrale hervorgehen; denn es ist 
X rational ausdrfickbar durch y^ und V'y!— y3. 

Die aus dieser Gleichung hervorgehenden elliptischen Integrale sind also 
insbesondere lemniseatisehe. 

Hingegen gehört die Gleichung, welche zwischen y^ und s besteht, in die 
eierte Riemannsche Klasse {p = 3), so zwar, dass drei von einander linear- 
unabhängige zu dieser Gleichung gehörende Integrale erster Art transformirte 
elliptische Integrale sind. Yergl. einen Aufsatz des Herrn Röthig, dieses 
Journal Bd. 56, pag. 197. 

Es ergiebt sich nämlich 
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Die drei Integrale erster Art sind die folgenden: 
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ds /^ ds /» • sds 



y-* as p as p 



)/(l + 2|/3«'-0' ^ >l+2/3«'-«* «^^ }/(l+2/3«»-0' 
Das erste und letzte dieser drei Integrale sind transformirte lemniscatische 
Integrale, wie aus folgenden Gleichungen her vorgebt: 

rfy, _ — 14-» ds ^y% _ i"^ *^ 

^f-^^ 1^3 I^(r+2/3s'-0*' ^yJ-^ä ^3 I/(i4.2>/"3Ä»-0' 

Das zweite vermittelt die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die 
Oberfläcbe eines regulären Tetraeders; fSr das erste und letzte Integral gilt 
also bei der iMultiplication mit vierten Einheitswurzeln, für das zweite gilt bei 
der Multiplication mit dritten Einheitswurzelu ein algebraisches Multipli- 
cationstheorem. 

^* In ähnlicher Weise, nur mit etwas mehr Aufwand von Rechnung, 
würden sich die in der obigen Tabelle mit IV. und VI. bezeichneten Fälle 
behandeln lassen. 

Hier folgen noch die für diese Fälle zwischen x und s bestehenden 
Gleichungen bei einer solchen Verfügung über die disponiblen Constanten, 
Welche für das Schlussresultat möglichste Einfachheit bewirkt. Bei dieser 
Gelegenheit mögen hier auch die Formeln einen Platz finden, durch welche 
die conforme Abbildung der Oberfläche der regulären Polyeder auf die Kugel- 

« 

Oberfläche vermittelt wird. 

Denkt man sich ein reguläres Oktaeder in der Lage, dass seine Ecken 
auf den Coordinatenaxen liegen, so entsprechen bei der Projection der Ecken 
auf die Kugel und bei der Projection der Kugel auf die Ebene ^ = den 
Ecken des Oktaeders die Wurzehi der Gleichung «(1— ä*) = und « = <x), 
die Mitten der Seitenflächen den Wurzeln der Gleichung 1+14ä*+«^ = 0, 
und die Mitten der Kanten den Wurzeln der Gleichung 1— 33**— 33*®+«*^ = 0. 

Denkt man sich zu dem Oktaeder die Polarfigur, den Würfel, con- 
slruirt, so erhält man dieselben Gleichungen, nur vertauschen sich natürlich die 
auf die Ecken und die auf die Mitten der Seitenflächen bezüglichen Gleichungen. 

Die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche des 
Oktaeders wird vermittelt durch das Integral 

ds 



u = C.f-^ 



Dieses Integral gehört zu denjenigen Integralen algebraischer Functionen, 
welche durch eine algebraische Transformalion auf elliptische Integrale zurück- 
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geführt werden können. Die Substitution ist hier folgende: 8=^fi führt auf 
» = I C-i , , durch welches Integral die Kreisfläche [/] ^ 1 auf das 

Innere eines regelmässigen Sechseckes in der Ebene u conform abgebildet 

wird. Setzt man nun /*— -rj- = — 2», so ist 

dt) 



/» = _t,+ y'e»+l, \-f = 2i,.e, dt = -^t' 



}/;^H* 



C /' dt> . SC r dw 

2 1/2 *^ •».}'»'+ 1 41/2*^ y»'+l 

Näheres fiber die conforme Abbildung der Oberfläche des regulären Oktaeders 
auf die Oberfläche der Kugel enthält die Doctordissertation des Herrn AvMl^ny 
welche in der Vierleljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich 
XVI. Jahrgang, 1871, pag. 297— 341 abgedruckt ist. 

Die conforme Abbildung der Kugel auf die Würfeloberfläche wird 

vermittelt durch das Integral u = Ol . » Auch dieses Integral ist 

durch eine algebraische Transformation auf ein elliptisches und zwar auf ein 
lemniscatisches zurfickführbar. 
Die Function 



= X 



. 4.27(5(l-.50)* 

vermittelt die conforme Abbildung eines sphärischen Dreiecks mit den Winkeln 
-^, -^, -|- (60**, 45", 90"), dessen Ecken beziehungsweise von einer Ecke 

des eingeschriebenen Würfels, einer Ecke des eingeschriebenen regulären 
Oktaeders und der Projection einer Kantenmitte gebildet werden, auf eine 
Halbebene in der Art, dass jenen Punkten die Punkte 0, c», 1 entsprechen. 
Bei Berücksichtigung des Werthes o; = 1 entsteht die identische Gleichung 

(l + 14«*+0'-4.27(«(l~Oy = (l-33**-33/+0\ 

welche zur Lösung der Aufgabe dienen kann: die Gleichung p^ — Aq^ = r^ 
in rationalen Zahlen zu lösen, wenn A eine ganze Zahl bedeutet. 

Denkt man sich in eine Kugel einbeschrieben ein regelmässiges Iko- 
saeder und ein rege! massiges Dodekaeder, so dass beide Oberflächen in Bezug 
auf eine concentrische Kugel Polarfiguren sind, so entsprechen den Ecken des 
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Ikosaeders und den Flächenmitten des Dodekaeders bei passender Lage der- 
selben gegen das Coordinatensystem ausser dem Werthe « = oo die Wurzeln 
der Gleichung 9>i2W = 0, wo ^i^W = «(1— 11^^— «*"), den Flächenmillen des 
Ikosaeders und den Ecken des Dodekaeders die Wurzeln der Gleichung 
ip^,{8)^0, WO y2oW = l+228Ä*+494Ä'"-228Ä'H«^', den Mitten der Kanten 
beider Oberflächen die Wurzeln der Gleichung y3()(«)=0, wo 

tp^{s) = 1-522^*~10005ä'"-10005«'"+522ä''+«*\ 

Die conrorme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche 
eines regelmässigen Ikosaeders wird vermittelt durch das Integral 






welches durch eine passende algebraische Substitution in ein elliptisches In- 
tegral erster Art transformirt werden kann. 

Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche 
eines regelmässigen Dodekaeders wird bewirkt durch das Integral 

f ds 

wobei zu bemerken ist, dass dieses Integral nicht wie die bisher betrachteten 
ein transformirtes elliptisches ist. 
[Das Integral 



r ds 
w = / .» 



vermittelt die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche 
eines halbregulären Polyeders, welche von zwölf regelmässigen Fflnfecken 
und zwanzig gleichseitigen Dreiecken gebildet wird.] 

Die conforme Abbildung der Fläche eines sphärischen Dreiecks mit 

den Winkeln "t? V^ "o" ®°^ ^''^^ Halbebene x, in der Art, dass den Ecken 

desselben beziehlich die Werthe a? = 0, « = 00, a?=l entsprechen, wird her- 
beigeführt durch die Function 

Unter Berflcksichtigung des Werthes x = 1 ergiebt sich hieraus die Identität 
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VIL 

Bei den bisherigen Untersucfiungeii wurde der^ Fall aosgeschlossian, 
dass von den drei Zahlen l, fi^ v eine oder zwei ganzzahlig sind* Dieser 
Fall ist jetzt zu erörtern. 

Wenn die Zahl k den Wevlh Null hat, so ist das Integral der DifTe- 
rentialgleichung V{8,x) = F{x) eine transcendente Function von x, weil das 
frfiher gefundene particulare Integral a in diesem Falle stets ein nicht ver- 
schwindendes logarithmisches Glied enthält. (Siehe die Gleichung (L*.) in 
Art. III). 

Wenn nun eine der drei Zahlen, etwa X, einer ganzen Zahl m gleich 
ist, so ist nothwendig, damit das Integral «in der Umgebung des zugehö- 
renden singulären Wer thes x = den Charakter einer algebraischen Function 
besitze, dass der Coefficient B^ jenes logarithmisohen Gliedes den Werth Null 
habe, dass also der Werth a; = für die Differentialgleichung nach der Be- 
zeichnungsweise des Herrn Weierstrass ein ausserwesentlich singulärer 
Werth sei. 

Im Art. III. ist die Bedingung fflr das Verschwinden jenes Coefficienten 
allgemein zurflckgeföhrt auf das Verschwinden einer gewissen Determinante 
ja^^l, welche in Beziehung auf die in ihr vorkommenden Goefficient0n a eine 
ganze ganzzahlige Function des m^^^ Grades ist; es kommt indess nur der 
Coefficient o» wirklich in so hoher Potenz vor und zwar hat 0,7 den Factor 
1 ; auch ist dieses Glied das einzige in \agj,\ enthaltene Glied der m^^^ Di- 
mension. 

Es ist nun im Speciellen die Bedingung \agh\ = fQr den Fall der 
hypergeometrischen Reihe zu untersuchen. 

Zufolge der in Art. III. eingeführten Bezeichnung ist 

Hieraus folgt 

«- = i{i-y'+f^'-m') + lnii^v'). 

Also ist 2"'.[aaA| eine ganze ganzzahlige Function 2m*®° Grades von 
^ und V und zwar ist der Coefficient von fi^'' in derselben gleich 1. 

Man kann nun zeigen, dass diese Function in 2m von einander ver- 
schiedene ganzzahlig aus fi und r gebildete Linearfactoren, welche die Gestalt 

ILi±v + {m—m') 

42» 
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haben, zerlegbar ist, wo tn! alle ungraden ganzen positiven Zahlen zu durch- 
laufen hat, welche nicht grösser als m sind. Da die Anzahl der von ein- 
ander verschiedenen Ausdrücke dieser Form, wenn alle möglichen Zeichen- 
combinationen und alle möglichen Werthe von m' berflcksichtigt werden, 
genau gleich 2m ist, so ist nur nöthig nachzuweisen, dass das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe in der Um- 
gebung des Werthes x = jedesmal unverzweigt ist, sobald zwischen ju und 
V eine solche Beziehung staltfindet, dass irgend einer der 2m soeben er- 
klärten linearen Ausdrücke den Werth Null hat. Hieraus folgt dann, dass 
jeder der 2m Ausdrücke ein Factor von 2''.|a^/^| sein muss, dass also 

2-.|a.Ä| = n[iii±v±{m-m)l 

Für den Zweck der vorliegenden Untersuchung kann, wenn /i und v Variable 
bedeuten, unbeschadet der Allgemeinheit —/n statt fi und —r statt v ge- 
schrieben werden , da in der Differentialgleichung W{s, x) = F (x) doch nur 
fi^ und v^ vorkommen. Es möge daher gesetzt werden /i = v—(m--m'). 

Es bezeichne m" eine ganze positive Zahl, welche kleiner als \m 
ist, Null nicht ausgeschlossen, so kann man setzen m' = 2m"+i^ also 
;e = i/— m + 2m"+l. 

Nun ergeben sich, wenn 

— i + ii — v+1 ^ — i— fi — r + 1 . 

« = ^ -^— , /? = ^ -^—9 y=l-^» ^ = ^, 

also 

a = »(„i_,n:'-l), /J = -(m"+v), y = -(m-l) 

gesetzt wird, folgende linear unabhängigen Integrale der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe 

[1 .] F(a, ß, y, x) = fT(-(iw-l~m'0, -m"-y, -(m-1 ), x), 

[3.] x''^F{a-y+i, /?-/+! , 2-y, x) = a;-F(m"+l , m-m^-y, i+tn, x). 

Von diesen beiden Integralen stellt das erste eine ganze Function von x vom 
Grade m— m"— 1 dar, und auch das zweite besitzt in der Umgebung des 
Werthes aj = den Charakter einer ganzen Function. Daher ist der Werth 
a? = für die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe sowohl als 
für die Differentialgleichung V{8,x) = F{x) ein ausserwesentlich singulärer; 
folglich ist /e-v + (m-m') ein Factor von 2*".|a„A|. 



V 
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Ebenso müssen auch alle andern in der Form /i±r±(m — m') ent- 
haltenen Ausdrücke Factoren von 2"*. |ao^| sein. Hieraus ergiebt sich 

Es sind demnach mit der Bedingung des Verschwindens eines der 2m 
Linearfactoren alle iMöglichkeiten erschöpft, in denen der Werth x=^0 ein 
ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung ist. 

Um daher zu untersuchen, ob der Punkt x = für die Differential- 
gleichung (A.) ein Avesentlich oder ausserwesentlich singulärer Tunkt ist, bilde 
mau die Grössen i = l— y, ^ = a— /9, v = y — a—ß und bezeichne die abso- 
luten Beträge von k, f^-^-y, iti — y mit [i], [fi + v]^ C^-"^]? so ist noth wendig 
und hinreichend, damit x = ein ausserwesentlich singulärer Punkt ist, dass 

1. X eine von Null verschiedene ganze Zahl sei, und dass 

2. eine der beiden Differenzen W--[/M-f y] und W — [/i— v] eine ganze 
positive ungrade Zahl sei. 

Es entsteht nun die Frage: Wenn tr = ein ausserwesentlich singulärer 
Punkt der Differentialgleichung ist, wie fortan vorausgesetzt werden soll, 
welche Bedingung muss hinzutreten, damit das allgemeine Integral der Diffe- 
rentialgleichung eine algebraische Function von x sei? 

Wenn die Zahl v nicht eine ganze Zahl bezeichnet, so sind die beiden 
Integrale F{a,ß,y,x) und 

[7.] (i^xy-^^Fir-a, Y^ß, y-a«/3+l, 1-a.) 
von einander linear unabhängig; das letztere Integral ist gleich 

(l-ir)''F(-m", ~m + m"+ 1 + y, 1+^1 ~a?); 

die hier auftretende hypergeometrische Reihe F stellt eine ganze Function von 
i—x vom Grade m" dar, und es besitzt daher die Differentialgleichung (A.) 
zwei particuläre Integrale, deren logarithmische Ableitungen rationale Func- 
tionen von X sind; — der Fall, dass v einer negativen ganzen Zahl gleich 
sei, ist jedoch hier auszuschliessen. 

Da im Vorhergehenden die Vertauschung von v mit — r gestattet 
wurde, so ist überhaupt der Fall, in welchem v einer ganzen Zahl gleich 
ist, besonders zu behandeln. 

Wenn v eine rationale {nicht ganze) Zahl bedeutet, so ist demnach 
ausser dem Integrale F(a, /?, y, x) noch ein zweites particuläres Integral 
[7.], welches von dem ersten linear unabhängig ist, eine algebraische Func- 
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tion von x^ vorausgesetzt, dass der Punkt x = ein ausserwesentlich sin- 
gulärer ist. 

Es möge nun hier eine zwei specielle Fälle betreffende Bemerkung 
Platz finden, bei denen die durch die Function s vermittelte conforme Ab- 
bildung einiges Interesse darbietet: 

Bezeichnet v eine positive Zahl, welche kleiner als 1 ist, und wird 
;i=rf}} = 2, fi=l—v, a = 0, /3 = v— 1, y = — 1 gesetzt, so ergiebt sich 
« = (1— v.aj)(l — a?)""^ Diese Function vermittelt die conforme Abbildung 
der auf der positiven Seite dier reellen Axe liegenden Halbebene x auf ein 
Gebiet, dessen Begrenzung von zwei Geraden gebildet wird. Taf. I. Fig. 3^. 

Durch Abbildung mittelst reciproker Radien kann dieses Gebiet fiuf das 
Innere eines Kreises zurückgeführt werden, wobei die Fläche dieses Kreises 
längs eines Kreisbogens, der mit der Peripherie den Winkel yn bildet, bis 
zu einem inneren Punkte der Kreisfläche aufgeschnitten erscheint. Taf. I. Fig. 3^. 

Der zweite Fall wird aus dem vorigen erhalten, wenn i^ mit —v ver- 
tauscht wird. Taf. I. Fig. 4» und 4^. 

Es bleibt jetzt noch der Fall zu untersuchen, in welchem ausser l 
auch y einer ganzen Zahl gleichgesetzt wird, wo dann, nach* dem Vorher- 
gehenden auch fi einer ganzen Zahl gleich ist. Damit bei dieser Voraussetzung 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
eine algebraische Function von x sei, ist nothwendig, dass der Punkt x=i 
für dasselbe kein Verzweigungspunkt sei; wenn diese Bedingung erfallt ist, 
so ist auch der Punkt x = oo fflr das allgemeine Integral kein Verzwei- 
gungspunkt. 

Es genfigt anzunehmen, dass die drei ganzeii Zahlen l, fi, a^ positiv 
seien, da in die Gleichung V[s, o?) = F {x) nur die Quadrate derselben eingehen. 

Als Bedingung daför, dass der Punkt x = ein ausserwesentlich sin- 
gulärer Punkt sei, war gefunden: 

Es muss entweder 

X—fji'-v oder ^ — {j^—v]^ 

wo [jJi'—v] den absoluten Betrag von fi — v bezeichnet, eine positive ungrade 
Zahl sein. Hieraus folgt, dass zunächst nur zwei Fälle zulässig sind: ent- 
weder ist von den drei ganzen Zahlen k^ fi, v eine ungrade, während die 
beiden andern grade sind, oder es sind alle drei ungrade. 

Damit der Punkt x = i kein Verzweigungspunkt sei, ist nothwendig. 
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dass entweder 

v—fi—X oder y— [il — ^] 

eine positive ungrade Zahl sei. ^ 

Diese beiden Forderungen sind nur dann mit einander vereinbar, wenn 
gleichzeitig ^ — [/^— ^] und i'— [i— .a] posiliv sind. Hieraus folgt 

Es müssen also die drei Grössen l, fi^ v dieselbe Eigenschaft haben 
wie die Masszablen der drei Seiten eines geradlinigen Dreiecks: die Summe 
je zweier muss grösser sein als die dritte. 

Daher sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafQr, 
dass das Integral der Differentialgleichung 

i'-^V i — V* A'— 11*4- v'— ^ 

eine rationale Function von x sei, die folgenden: 

1. Die drei Zahlen X, fx, v mfissen von Null verschiedene reelle ganze 
Zahlen sein. 

2. Die Summe derselben muss eine ungrade Zahl sein. 

3. Die Summe der absoluten Beträge je zweier der drei Zahlen muss 
grösser sein als der absolute Betrag der jedesmaligen dritten. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist auch das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (A.) eine rationale Function von x^ und zwar stimmen 
die hier sich ergebenden Fälle vollkommen mit denjenigen flberein, welche 
in Art. I. unter l"" und 3"^ sowie unter 2'' und 4"" betrachtet sind. 

Zürich, 1872. 
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lieber die Bewegung einer Pendelkugel in der Luft. 

(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 



JLm 73. Bande dieses Journals ist eine Abhandlung von mir erschienen, 
in welcher ich die Bewegungen untersucht habe, die eine Pendelkugel unter 
dem Einflüsse der inneren Reibung des umgebenden Mediums ausfährt. Bei 
der Rechnung habe ich dieses Medium als incompressibel vorausgesetzt, 
wodurch streng genommen die erhaltenen Formeln nur auf die wenigen Beob- 
achtungen anwendbar bleiben, welche Bessel mit einer in Wasser schwingenden 
Kugel angestellt hat*). Dieselben Formeln genfigen freilich nicht minder 
vollständig und genau den Messungen, welche mit in der Luft schwingenden 
Pendeln ausgeführt worden sind. Da aber die Herleitung der Formeln für 
diese viel wichtigeren Versuche nicht gilt, und die Berechtigung, sie anzu- 
wenden, deshalb zweifelhaft blieb, so hielt ich es für der Muhe werth, den 
Gegenstand wieder aufzunehmen und dieselbe Aufgabe für ein in der Luft 
schwingendes Pendel zu behandeln. Die Rechnung hat ergeben, dass die frü- 
heren Formeln zwar nicht in aller Strenge für Schwingungen in der Luft 
gelten, dass sie aber doch ganz unbedenklich angewandt werden dürfen, da 
in ihnen nur unmerklich kleine Grössen fortgelassen sind. 

Bei der folgenden Mittheilung dieser Rechnung darf ich, da sie der 
früher für incompressible Medien entwickelten Theorie sehr ähnlich verläuft, 
mich kürzer fassen und kann alle Oberflüssige Vollständigkeit in der Auflösung 
der Gleichungen vermeiden. 

Die neue Theorie beruht auf denselben Voraussetzungen wie die frü- 
here; namentlich habe ich die Bedingung beibehalten, dass die Schwingungen 
des Pendels und demnach auch die Bewegungen der umgebenden Luft als 
unendlich klein angesehen werden dürfen. 

1. 

Die Differentialgleichungen für die Bewegung der Luft unter dem Ein- 



*) Numerisch berechnet in meiner experimentellen Arbeit, Poggendorffs Annalen, 
Band 142, Seite 487 u. 488. 
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flasse ihrer inneren Reibung sind zwar nicht von allen Autoren *) völlig 
übereinstimmend, aber doch von ihnen allen in derselben Form aufgestellt 
worden. Sie lauten 

du { d'u , d'u . d^u) . , d's dp , ^ 

^-dr = 'n'd7'+'d^+-d^\+'' i^-^-it+ff^^ 

f4 \ ] dv j d'i? , d'o . d^v \ . , dU dp , ^ 

(1-) {9-är = n-cLP-+-d^+-d»^\+'i -diidr--^+^^' 

In denselben bedeuten u, v, tv die Componenten der Geschwindigkeit eines 

Lufliheilchens, welches sich zur Zeit / an der durch die Coordinaten x, y, j5 

bestimmten Stelle befindet. An derselben Stelle steht zu derselben Zeit die Luft 

unter dem Drucke )), und sie hat die Dichtigkeit q; s ist die durch die Gleichung 

cb _ du de .dtD 
'dt "~ flte'^dy "^"5» 

definirte Grösse, also die räumliche Dilatation, welche mit (> durch die Formel 

« 

verbunden ist, in der d die Dichtigkeit der ruhenden Luft ist. Ferner sind 
X^ Y, Z die auf die Luft wirkenden äusseren Kräfte; in unserem Falle kommt 
nur die Schwerkraft in Betracht, es ist also 

wenn die Richtung der JS-Goordinate vertical nach oben angenommen wird, 
und g die beschleunigende Kraft der Schwere bedeutet. Endlich sind tj und 
77' zwei constante Goefficienten ; von dem ersteren, welcher der Reibungs- 
coefficient heisst, ist durch die Erfahrung festgestellt, dass er vom Drucke 
der Luft unabhängig ist; Aber den anderen, rj\ liegen bis jetzt noch keine 
Beobachtungen vor, und die verschiedenen aufgestellten Theorien legen ihm 
verschiedene Werthe bei.**) 



*) Poisson, Journal de Töcole polyt. cah. 20, tome 13, 1831, Seite 139. — Stokes^ 
Cambridge philos. transact. Bd. 8, 1849, .S. 287. — Siefan, Wiener Sitzungsber. Bd. 46, 
Abth. 2, 1862, S. 8. — Barre de St. Venani, Compt. rend. Bd. 17, 1843, S. 1240. — 
Dieselbe Form der Gleichungen liefern auch die Untersuchungen von Navier (M6m. 
de TAcad. de Paris, Bd. 6, 1823) und Cauchy (Exerc. de math. Bd. 3, 1828, S. 183), 
obwohl dieselben keine Gültigkeit für gasförmige Medien beanspruchen. 

**) Siokes nimmt den Werth j^' = »jy an, den er auch aus Poissons Theorie her- 
leitet. Stefan setzt 1?' = rj. Den letzteren Werth nimmt auch Cauchy für feste Medien 
an. Aus Naviers Abhandlung könnte man t]' = 2ij herleiten. 

Die Entscheidung dieser Controverse ist übrigens eine ganz gleichgültige SachCi 
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In diese Gleichungen führe ich die erwähnte Voraassetzun^ ein, dass 
u^ V, u> so kleine Grössen seien, dass ihre Quadrate vernachlässigt werden 
dürfen. Dann habe ich dasselbe von s anzunehmen. Ferner darf ich in allen 
Gliedern, welche u, f), w enthalten, q constant gleich J setzen. 

Wenn ich ebenso in den Gliedern, welche die äusseren Kräfte X, 
Y, Z enthalten, (^ = J setze, so lasse ich damit eine zweite Vernachlässigung 
eintreten, die ebenso wenig Bedenken erregen wird. Ich lasse nämlich die- 
jenigen Bewegungen ausser Acht, welche in Folge des ungleichen specifischen 
Gewichts der verschieden dichten Luftschichten entstehen, und berücksichtige 
nur die durch die Schwingungen der Fendelkugel hervorgerufenen, welche 
ihre letzte Ursache in der Ungleichheit des specifischen Gewichts der Pendel- 
kugel und der Luft haben. Diese Annäherung gewährt den Vortheil, dass 
man den Druck p durch die UOlfsgrösse 

(20 p = V + ^9^-v'-jf 
ersetzen kann. 

Ueber die Lage des Coordinatensystems setze ich dann fest, dass der 
Anfangspunkt mit der Ruhelage des Mittelpunkts der schwingenden Kugel 
und die Richtung der x-Axe mit der Richtung ihrer Bewegung, welche als 
unendlich kleine Bewegung als geradlinig anzusehen ist, zusammenfalle. 
Transformire ich ferner, wie früher durch die Foroieln 

y = G)cos(py Ä = cDsiny, 

e = 9COS9)— tDasin^)^ w = qs\n(p+Giacos(p 

auf ein System von Cylindercoordinaten, in welchem ich alle Grössen als 
vom Winkel (p unabhängig ansehen darf, so trennt sich die Winkelgeschwin- 
digkeit a von den beiden anderen Geschwindigkeiten u und q. Zur Be- 
stimmung dieser beiden Grössen, auf die es hauptsächlich ankommt, ergeben 
sich die Gleichungen 



(3.) 



y du _ ( o^'m d / du\\ dp 

dt '^ 'Ux'"^ da\ mdm A da' 



da sich das fragliche Glied nicht von p trennt; es ist also nichts weiter als eine 
durch die Reibung hervorgebrachte Correction des Druckes, und man thäte wohl am 
besten, es mit diesem, wie schon Poisson und St. Venant gethan, einfach zu vereinigen 
und demgemäss aus den Gleichungen ganz fortzulassen. 
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welche mit den beiden ersten Gleichungen (4.) der früheren Abhandlung 
fibereinslimmen; neben diesen gilt aber nicht mehr die dritte Gleichung, son- 
dern es ist statt derselben 

ds du d(pq^ 

dt ~ dx mda 

Zu diesen Gleichungen, welche zur Bestimmung von u, q, p und 9 
nicht ausreichen, tritt als vierte noch die empirische Relation zwischen dem 
Drucke p und der Dichtigkeit q der Luft hinzu; es ist also 

P = fiQ) 
und hieraus durch Differentiation unter Bucksicht darauf, dass s als unendlich 
klein betrachtet wird, 

dp=f\^)dQ = -f'{d)dd8 = -x'^dda, 

wo X eine Constante ist, welche bis auf eine von der Beibungsconstante rj' 
abhängige Correction gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles ist. 
Um nun die Variablen trennen zu können, benutze ich Substitutionen, 
welche den von Herrn Helmholtz iif seiner Abhandlung über die Wirbelbe- 
wegungen *) gen^ chten nachgebildet sind, nämlich 

dta ^ i dw 



Dadurch wird 



und 



, . . , dx a dw ^ 

(4.) { 

^ da w dx 



ds __ d'ttf d / ä^ \_yrj 

dt """ dx^ ada \ rfro / "~" 



(5.) ^ = -;f'JVa>. 



dt 

Die Function (o bestimmt demnach Bewegungen der Luft, welche mit Druck- 
und Dichtigkeitsänderungen verbunden sind, nicht aber mit Wirbeln im Helm- 
holtzschen Sinne. Denn es ist die Grösse, welche die Rotationsgeschwindig- 
keit des Wirbels bestimmt, 

/ du dq\_ d*\p i ß. ^ f ^ ■^^z= Aw 

\ dm dx ^ ^ dx^ des \m dm y ^ ^ 

von (X) unabhängig. Andererseits lehrt die Function yj die Wirbelbewegungen 
der Luft kennen, welche ohne Verdichtung oder Verdünnung stattGnden. 



*) Dieses Journal Bd. 55, S. 38. 
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Für diese beiden Functionen cd und xp erhält man aus den Glei- 
chungen (3.) einfache Differentialgleichungen. Es ist, wenn zur Abkürzung 
Tj zn y^J gesetzt wird, und unter Benutzung der soeben eingeführten Operations- 
zeichen 

(6.) l 

Vergleichen wir dies Resultat mit den entsprechenden Yerhfiltnissen bei der 
früheren Aufgabe, so erkennen wir, dass rp mit der früher durch y/j bezeichneten 
Function identisch ist, dass aber jetzt tpi fortgefallen und durch die neue 
Function w ersetzt ist. 

Sind die beiden Gleichungen (6.) integrirt, so erhält man die Ge- 
schwindigkeiten u und q unmittelbar aus (4.), und ferner den Druck p und 
die Function p aus der Gleichung (5.) oder aus den Gleichungen (3.) durch 
die Formel 



(7.) P - Po+</Va,-^) 



dt /, 
wo Po den constanten Werth im Zustande der Ruhe bedeutet. 



2. 
Die Integration der Gleichungen (6.) lässt sich mit Hülfe der Kugel- 
functionen bewerkstelligen. Durch Transformation auf sphärische Coordinaten 
nach den Formeln 

a; = rcosi9, ö) = rsin^ 
wird 

rdr ' r'sm^ d& \ d&y^ 



^ "" rfr' "^ r' l&^sm&d&y ' 



Demnach folgt aus der ersten Gleichung (6.), dass w sich durch 
die Reihe 

CO = S2oXo+n,X,+£22X,+"' 

darstellen lässt, in welcher X^ die der Gleichung 

= ^(sind^)+«(«+l)X.sin.9 
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gentigende Kugelfanction ist, während der Coefficient i2. die Gleichung 

^dT - l''+?^-5rA-i:d^ + — p— '^^->' 

erfüllt, deren abweichende Schreibweise leicht verständlich sein wird. 
Durch eine ähnliche Reih^ lässt sich t// darstellen: 

falls ?P„ der Gleichung 

±_d^ _ d'^n n(in+\) 
y' dt " dr' r« - 

gentigt und 0. der Gleichung 

d& ^ Bm& d& y ^ '^ sm t> ' 
welche letztere erkennen lässt, dass 

/^ dX 

X,sm»d» = -s\n&-^ 

ist. Diese einfache Beziehung zu den Kugelfunctionen, welche für das jetzige 
Problem von Wichtigkeit ist, trat in der früheren Abhandlung, in der sie 
ohne wesentliche Bedeutung zu sein schien, nicht klar hervor. Die dort 
durch 0^ und Z^ bezeichneten Functionen sind aber bis auf einen constanten 
Factor mit den obigen identisch; und zwar ist für ungerade Werthe von n 
die früher eingeführte Function 

0^ = sin^t^jl--^^ jp^-^— ^cos''^+-^^ 12 3 4 cos*^ — ••! 

darstellbar durch das Integral 



oder auch durch den Differentialquotienten 

— ( 1 ^^r^+i) 2.4...(n— 1) . t> rfX, 
^- ■" ^ ^^ 1.3.5...n ^*" d* 

Im speciellen Falle « = 1 ist, wie «oben. 



0i = 2f^X,s\ndd9 = -sini^ 



II 






Ffir gerade n benutzte ich fräher die damals dorcb Z, bezeichnete Function: 
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welche derselben Differentialgleichung genügt; diese Function lässt sich ahn- 
lich durch 



= ^-^^* 1.3...(n + l) ^'°^ 



dX. 



darstellen ;' Zu ist, wie die letzte Formel zeigt, gleich Null. 

Nach diesen Beziehungen kommt sowohl die Entwickelung von w als 
auch die von \ff auf eine Kugelfunctionenreihe hinaus; ihre Convergenz ist 
also keinem Zweifel unterworfen. 

Weiler erhält man, ähnlich wie früher, 

worin wiederam P, und Q^ bedeuten: 

ganz ähnlich ist 

worin 

zu setzen ist. 

Durch diese Formeln sind yj und (o der Form nach, also bis auf die 
Constanten bestimmt. Man erhält aus ihnen die Geschwindigkeiten nach den 
Formeln 

\dr r smo* d&y \r d& rsino* dr / ' 

^ \dr r smo* da-y ' \r d& rsm^ rfr ^^ 



3. 
Diese Functionen haben Grenzbedingungen sowohl ffir die Oberfläche 
der Pendelkugel, r=.a, als auch an der kugelförmig gedachten Umhüllung 
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des Luflranms, für r = by zu erfüllen. Nach neueren Versuchen*) darf ich 
annehmen, dass an beiden Flächen die Luft fest haftet, ohne zu gleiten. 
Dann ist also, wenn U die Geschwindigkeit der Pendelkugel bedeutet, 

für r = a u= U q = 

^ r = b w = 9 = 

zu machen, und zwar für jeden Werth von d und /; oder in etwas anderer Form 

für r = a für r = 6 

n g _ rffi> , i dtp ^ _ (f ft) 1 dtff 

ucoscr - ^^ + ^.gjn^ ^^ , ^ ■" rfr "^ r'sin* d& ' 

rr ' rk i dxfJ i d(0 ^ i dw i do) 

r9m& dr r d&^ r&m& dr r d& 

In den beiden oberen Formeln ist die Grösse rechter Hand eine 
unmittelbar nach Kugelfunctionen, in den unteren dagegen eine nach Derivirten 
von Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Demnach erhalte ich für n = i 

r = a r = b 

dagegen für jedes andere n und sowohl für r = a, als auch für r = b 

dr r^ ^ * ' dr 

Diesen Bedingungen können die angegebenen Werthe der Functionen 
nur dann für jeden Werth von / genfigen, wenn in beiden Reihen Glied für 
Glied gleiche Exponenten erhält, also 

und 

gemacht wird. Zugleich ergiebt sich, dass U die Form haben müsse: 

u = 8^ö"'"- 

Zwischen den Constanlen einer jeden particularen Auflösung bleiben 
dann noch je vier Relalionen zu erfüllen übrig, welche für « = 1 S, S, f 
und 9 durch D bestimmen, letztere aber und den Parameter l unbestimmt 



*) Ueber die innere Reibung der Luft. 4*" u. 5]* Abhdlg. Pogg. Ann. Bd. 148. 1873- 
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lassen. Für andere Werthe von n aber bestimmen diese vier Gleichungen 

I und drei von den vier Grössen 25, (J, f, g. 

Diese Rechnung weiter zu verfolgen, wäre verlorene Mähe. Des- 
gleichen wäre es überflflssig, hier zu wiederholen, wie für it = 1 Z) und für 
andere n die vierte der Constanten 23, (S, f, g aus dem gegebenen Anfangs- 
zustande des Systems zur Zeit < = ihre Bestimmung erhält. Für die Theorie 
des Experimentes ist einzig und allein die Bestimmung des Parameters ^ für 

II = 1 von Bedeutung, weil durch diese auch die Schwingungsdauer und das 
Decrement der Amplituden des Pendels gefunden wird. 



4. 

Zu dem Ende bleibt noch die Gleichung zu bilden, welche das Be- 
wegungsgesetz der Pendelkugel enthält. 

Die von der Luft auf die Kugel ausgeübten Druckiiräfte sind aus den 
Fundamentalformeln der Theorie*) 

ZU berechnen. Auf ganz demselben Wege wie früher habe ich für die hori- 
zontale Componente den Werth 

d r^ 

27iaJ^/ rfdsinö^lv^+awcos^l, 



worin r = a zu setzen ist, erhalten und die verticale Componente, wie früher, 
gleich dem Gewichte der von der Kugel verdrängten Luft gefunden: 

inda^g = M'g. 

Hieraus folgt, dass die Entfernung ^ der Kugel aus ihrer Gleichgewichtslage 
der Differentialgleichung 

= M^+mS^§-27iad-^fd9s\n»\iiJ+au}cos9\r^a 







*) Poissonj Siokes, St. Venant, Stefan in den oben angeführten Abhandlungen. 
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genügt, in welcher M die Masse der Kugel, ferner 

m = if-Jf 

und endlicii / die Länge des Pendels ist. 

Bei der Integration verschwinden alle Glieder der Kugelfnnctionen- 
Reihen mit Ausnahme der mit dem Stellenzeichen ii = 1 versehenen. So 
wird die Differentialgleichung 

und setzt man in dieselbe die Werthe von V^ und i2x, sowie den aus der 
Gleichung 

folgenden Werth von S ein, so verwandelt sie sich in eine zur Bestimmung 
der Werthe des Parameters l dienende Gleichung. 

5. 
Die Herleitung und Auflösung dieser Gleichung hat nur in dem be- 
sonderen Falle 6 = oc , also unter der Voraussetzung, dass das Pendel in einem 
unbegrenzten oder wenigstens hinreichend weiten Räume schwinge, praktischen 
Werth. Ich habe mich daher auf diesen Fall beschränkt und für denselben 
die Gleichung 

erhalten, in welcher nach einer früheren Formel 

und zur Abkürzung 

ß = 3-3Aa+;t'a^ ß' = 3-3^a+^'a' 
gesetzt ist. 

Dieser Gleichung genügen zwar unendlich viele Werthe von l^^ welche 
mit Ausnahme von zweien reelle, negative Grössen sind, was sich ebenso be- 
weisen lässt, wie ich es früher durchgeführt habe. Von praktischer Wichtigkeit für 
das Experiment sind aber unter diesen nur jene zwei, welche die complexe Form 

ly = a + 6« 
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haben, wo a und h reell und positiv sind. Ftlr dieselben nehmen, wie sich 
aus den weiterhin mit^etheilten Zahlenwerthen ergiebt, die zugehörigen Werthe 
von /i die Form —a'TVi an. Man erhält demnach, wenn man b = cx> setzte 
die Formel 



= „,(l'/+l.)+4n,aiy^- 



welche zur Berechnung von Pendelbeobachtungen in der Luft an die Stelle 
der frflher für incompressible Medien berechneten*) 

tritt. 

Beide Formeln gehen in einander über, wenn 

fi = 

gesetzt, oder die Fortpflanzungsgeschwindigkeit z des Schalles als unendlich 
gross angesehen wird, wie es ja auch sein muss; denn ein incompressibles 
Medium ist nichts anderes als eines von unendlicher Elasticität. 

Als Annäherung ist es auch für die Luft ganz unzweifelhaft gestaltet, 
^^ gegen A^ zu vernachlässigen oder, was auf dasselbe hinauskommt, JL^y* 
gegen x^. Denn es ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit **) ;f=333'", während 
nach Maxweih Bestimmung, die nach meinen neueren Messungen vielleicht 
noch etwas zu gross ist, y^ = 0,168 Quadratcentimeter ist. Der Werth von 
X endlich lässt sich daraus beurtheilen, dass die Schwingungszeit des Pendels 



2a b 
beträgt, und das logarithmische Decrement 

eine sehr kleine Grösse ist. Demnach ist der Werth von 

^r = "" T '^ 

und man erkennt, dass jene Vernachlässigung von A^y* = 0,168. A^y^ gegen 
x^ = (33300''"'/ selbst bei den sorgfältigsten Pendelbeobachtungen gestattet ist. 



*) Frühere Abhandlung, Bd. 73 dieses Journals, Seite 62, Formel (63.) und die 
unmittelbar vorhergehende. 

**) Die oben erwähnte Correction wegen der Reibung der Luft ist verschwindend 
klein. Stokes a. a. 0. Art. 7 ; Stefan, Wiener Sitzungsber. Bd. 53. 
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Pendelbeobachtungen, welche in der Luft angestellt worden sind, dürfen 
demnach, wie es bereits in meiner fräheren Abhandlung geschehen ist, ganz 
so berechnet werden, als wären sie in einem incompressiblen Medium ausge- 
führt worden. Der Grund aber ist nicht ((er, den ich in der Einleitung zu 
jener Abhandlung angeführt habe, dass nämlich keine merklichen Verdichtungen 
und Verdünnungen vor und hinter der Pendelkugel eintreten, wenigstens wenn 
das Pendel langsam genug schwinge; sondern er liegt darin, dass jede vor 
oder hinter dem Pendel entstandene Verdichtung oder Verdünnung sich sofort 
mit der Geschwindigkeit des Schalles von ihm entfernt und dadurch aufhört, 
eine merkliche Rückwirkung auf den Gang des Pendels auszuüben. 

Breslau, im September 1872. 



348 



Zusatz zu der Abhandlang über Siebzebntheilung^ 
der Lemniscate 8. 255 dieses Bandes. 

(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 



jhLIs meine Arbeit über die Siebzehntheilung der Lemniscate bereits 
gedruckt war, ist mir das Schulprogramm des Conitzer Gymnasiums vom 
Jahre 1846 in die Hände gekommen, in dem eine mir vorher unbekannte 
Abhandlung von Herrn Wiehert: y^Die Fünf- und Siebzehntheilung der Lemr- 
niscate^ enthalten ist. 

Während ich, der Einfachheit wegen, mich bei der Herleitung [der 
Gleichung vierten Grades (13.) oder (13".) von dem Wege, den Abel fQr 
den allgemeinen Fall vorgeschrieben hat, entfernt habe, befolgt Herr Wiehert 
die Abelsche Methode genau und bildet die Gleichung 

y(4 + «)J = x-^^ 

wobei (p(t = x gesetzt ist, und Z und iV rationale Functionen von x^ sind. 
Nach Aufhebung eines Factors vom sechszehnten Grade, den Z und N ge- 
mein haben, giebt der Zähler, gleich Null gesetzt, eine Gleichung, die mit 
Gleichung (13^) meiner Abhandlung identisch ist. 

Die Auflösung dieser Gleichung fährt Herr Wiehert so weit, wie bei 
mir in § 3 geschehen ist, er geht dann aber sofort zur logarithmischen Berech- 
nung der Wurzelgrössen über. Dagegen habe ich in § 5 noch gezeigt, wie 
die Grössen 

/ 2ö) \ / 4öi \ / 32a> \ 

alle als Summen der vier mit +1, — 1, +«, oder —i multiplicirten sechs- 
zehnten Wurzeln A^, A^, A3, h^ dargestellt werden können. 

Freiburg i. Br. , den 25. Januar 1873. 
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